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Halbleiterphysik Losungen zu den Ubungsaufgaben

1 Beugung und Unschirferelation

(a)

A =dsinf

Die Strahlen 16schen sich gegenseitig aus (destruktive Interferenz), wenn fiir den
Gangunterschied gilt:
A=\

Woraus fiir die Beugungsminima folgt

6 = arcsin —

d

Der Gesamtimpuls des Teilchen ist p = h/A. Aus der Abbildung in der Angabe folgt
unmittelbar:
Ap, = psina = Xsina
Aus (a) wissen wir bereits
A
Az
Dies eingesetzt in die erste Gleichung fiir die Impulsunschérfe ergibt

sino =
Ap,Ax = h

ApAzx = Apr% = FAxzAt = AEAt > h

Die Geschwindigkeitsunschérfe ergibt sich zu
Av=2-10"" = 0,06 ms™"

Hieraus folgt die Impulsunschiarfe Ap = mAv und damit als die kleinstmdogliche

Ortsunschérfe 5
Ax = A_p = 1,931 mm
Wie (d)
Az = ho_ 3,515-107*?* m
mAwv

Die Unschirferelation spielt bei der Betrachtung von Elektronen eine wesentliche
Rolle. Im anderen Fall resultiert wie man sieht eine absurd winzige Grofe, welche
weit davon entfernt ist messtechnisch iiberhaupt erfassbar zu sein. Prinzipiell ist das
Verhéltnis der Grofenordnungen von der Unschérfe und der jeweils betrachteten Ei-
genschaft maRgebend. Ein Elektron besitzt in etwa einen Durchmesser von 107! m
also um 16 Zehnerpotenzen kleiner als die Ortsunschérfe in Beispiel (d)!
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2 Interferenz

(a) Mit der Beziehung E = % folgt sofort
h h

A=—= ~ 0,1 nm
p 2mkE

(b) Mit El = ke und lgg = kéy (wobei €,, n = 1,2 normierte Einheitsvektoren sind,

k =27 /)) und den Bezeichnungen geméf der Skizze folgt

= cos a€, — sin g,

o

—

5 = cos a€, + sin aey

Weiters gilt tana = 5 Fiir kleine Winkel « entsprechend d << D) gilt tana ~

sina = 5% und cosa = /1 —sina ~ /1 — 2D ~ 1. Insgesamt ergibt sich fiir

2D
- 27 d
= ( B Eey>

die Wellenvektoren also
l; . 2w - n d 5
2= 3N & T ap%

(c) Mit den Wellenvektoren aus (b) erhélt man die Wellenfunktionen
U (2, y,t) = Al X (0mapy) et
Vol 0,0) = A 4o
und gemaf dem Superpositionsprinzip

Ui0a1(0,,1) = U1(0,y,1) + Uy(0,y,t) = Ae (e’j%y + ej%y> =
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- d
=247 cos | -
e " cos ()\Dy)

wd
|V sotar (0, Y, t)\Z = 4A? cos? <)\_Dy)

Die Interferenz-Linien verlaufen durch die Maxima und Minima der Verteilung. Bei
unser Cosinus-formigen Verteilung ist der Abstand zwischen den einzelnen Interferenz-
Linien konstant und ergibt sich aus

md T AD

(d) Wenn man einen Schlitz schlieft ergibt sich eine Gleichverteilung

‘\Ijtotal(o’ Y, t) |2 = A2

3 Laufende und stehende Wellen

Eine Wellefunktion besitzt die Form W (z,t) = f(z — vt). Eine stehende Welle wird durch
eine Funktion der Form W (xz,t) = f(x)g(t) beschrieben. Man muss also lediglich untersu-

chen ob sich die jeweiligen Funktion auf eine dieser Darstellungen bringen lassen.

(a)

Uz, t) = e @ v=1m/s nach rechts laufende Welle
U(z,t) = sin(x + t) v=—1m/s nach links laufende Welle
U(z,t)=e e stehende Welle
U(z,t) = sin(x) cos(t) stehende Welle

U(x,t) = (v —t)? v=1m/s nach rechts laufende Welle
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4

Welle-Teilchen Dualismus der Materie (De-Broglie
Beziehung)

Mit der Beziehung F = % folgt aus der De-Broglie Beziehung

h h
A=—= = 181 nm
p 2mE
Mit p = mwv ergibt sich
h
A= —=1,656-10"%m
mu

Aus dem Beispiel 1. wissen wir, dass sich die Lage der Beugungsminima nach der
Gleichung A = dsin # bestimmen ldsst. Fiir extrem kleine Wellenldngen A — 0 folgt
6 — 0. Die Verteilung wird zu einem unendlich schmalen Impuls der Hohe 1 im
Zentrum — es treten keine Beugungseffekte auf.

Normierung von Wellenfunktionen

Die zeitunabhéngige Schrodingergleichung lautet allgemein

e ) + V() — Bl pla) = 0

Das Potential ist in unserem Fall V(z) = kz, Yk € R. Aus dem Losungsansatz
ergeben sich seine Ableitungen

o(z) = Aze /2

82 —bx/2 bz

Einsetzen in die Schrédingergleichung liefert
h2b? h%b
Ae~b2/? {ch — <— + E) T+ —} =0
8m 2m

Diese Gleichung ist nur fiir £ = b = ¢ = 0 erfiillt, besitzt also keine Losungen aufser
der trivialen Losung. Der Ansatz geniigt also nicht der Schrodingergleichung.
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(b) Folgende Abbildung zeigt den Verlauf der Funktion o (z) fiir B =1,b =1 und ¢ = 3.

Das Skalarprodukt zweier stetiger Funktionen mit dem Definitionsbereich D = {x €
R|x > 0} ist definiert als

(o1(2), gala)) = / " g (@)pa(e)dx

Ist das Skalarprodukt identisch gleich Null, nennt man die beiden Funktionen or-
thogonal zueinander. Einsetzen der der beiden Funktionen ¢;(x) und ps(x) ergibt

(p1(2), pa(x))y = AB (c/ rle " dx — b/ acge_bmdx> =0
0 0

Partielle Integration liefert schlieflich die Gleichung

6 — 2c
AB =

welche nur fiir ¢ = 3 erfillt ist.

6 Potentialtopf 11

Es gilt ¢(x) = 0 fiir z < 0. Die zeitunabhéngige Schrodingergleichung fiir den Bereich
I:0<zx <alautet

@)+ 2wy = 0
Das charakteristische Polynom dieser linearen, gew6hnlichen Differentialgleichung 2. Ord-
nung ist
P(s) = s* + 27;;2E
2mE _

mit den Nullstellen p; 2 = £j4/ 5= = *jk Die Losung fiir diesen Bereich lautet damit

or(z) = A 4 Ape iR

5
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Fiir den Bereich I7 : a < x ergibt sich die Schrédingergleichung zu

0? 2m(E -V,
O oty + ZE 10 o g

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms p; o = & W = +xsind fir £ < V

reell. Die Losung fiir diesen Bereich lautet damit
or1(x) = B1e™ + Boe ™*

Aus der Stetigkeitsbedingung ¢;(0) = 0 erhdlt man A; = —Aj, also fiir die Losung im
Bereich I

or(z) = Asin(kx)
Mit der Uberlegung, dass ¢r;(z) fiir  — oo gegen Null gehen muss, da das Teilchen
wegen E < Vj die Barriere nicht vollstindig iiberwinden kann, folgt By = 0 und man
erhélt fiir die Losung im Bereich 17

orr(x) = Be ™™

Mit den Stetigkeitsbedingungen ¢;(a) = ¢rr(a) und ¢’ (a) = ¢}, (a) erhélt man folgenden
zwei Gleichungen:

Asin(ka) = Be ™ (1)
Ak cos(ka) = —Bre "™ (2)

Dividiert man nun Gleichung (1) durch Gleichung (2) erhélt man die Gleichung
ktan(ka) + k=0

welche der Bestimmungsgleichung in der Angabe entspricht, wenn man &k und « einsetzt.

7 Deltapotential I

(a) Durch Integration der zeitunabhingigen Schrodingergleichung erhdlt man mit der
Abtasteigenschaft des Diracstofies

/ a (—h—z\l’”@) — Vb (2) T (z) — E\y(x)) b —

—a 2m

hQ a
—%[\If’(a) —U'(—a)] — Vo¥(0) — E/ U(z)dx =0
Bildet man nun den Grenziibergang a — 0 ergibt sich

P 04 — w(0-)]) = VoW (o) = 0

2m
und durch Umformung die Gleichung aus der Angabe.

6
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(b)

Fiir x # 0 lautet die Schrédingergleichung

2mE
72

U (x) + U(x)=0

FLQ
fiir £ < 0. Fiir den Bereich 1 : x < 0 und I7 : z > 0 ergeben sich die Losungen

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms p; o = 44/ =2mE — 4k sind reell

\I’I(ﬂf) = Alekx + Age_kx

\If][(fﬂ) = Blekx + BQ@ikx

Aus der Uberlegung, dass V() fiir #+ — —oo und W;;(x) fiir # — oo nicht diver-
gieren diirfen, folgt: Ay = 0, B; = 0 und man erhélt als Losungsfunktionen

‘I’[(.Z') = Aekx

\1111(13) = Be*k‘r

Aus der Stetigkeitsbedingung W;(0) = W;;(0) folgt A = B. Setzt man nun in die
Gleichung aus (a) ein erhélt man

2mVy A

W(0+) = W(0-) = W, (0) — Wh(0) = —2kA = =

woraus sich die Kreiswellenzahl zu

mVp

k= 2

ergibt und damit die Energie

CBR mV

E- -
2m 2h?

Fiir E < 0 gibt es also nur einen Energiezustand.

Deltapotential 11

Fiir die Bereiche x # 0 liegt die selbe Situation wie in Beispiel 7 vor. Die Nullstellen

des charakteristischen Polynoms ergeben sich aber zu p; 2 = £j4/ 27;:2]3 = 4jk da nun

E > 0 gilt. Fiir den Bereich / : x < 0 und I] : z > 0 ergeben sich die Losungen

Uy(z) = A1 4 Age M

\I}]](.I‘) = Blejk”” + Bge_jkx

7



Halbleiterphysik Losungen zu den Ubungsaufgaben

Die Losungen setzen sich additiv aus nach links bzw. rechts laufenden Wellen zu-
sammen. Der Term A;e/** beschreibt die von links eintreffende Welle (das von links
kommende Teilchen). Die Amplitude wird normiert zu A; = 1. Der Term Ageik®
beschreibt die nach links laufende, reflektierte Welle (das reflektierte Teilchen), A,
wird zu R umbenannt. Der Term B;e** beschreibt die nach rechts laufende, durch-
gegangene Welle nach dem Deltaimpuls (das transmittierte Teilchen), B; wird zu
T umbenannt. Weiters folgt By = 0, es gibt kein von rechts eintreffendes Teilchen.
Damit ergeben sich die Wellenfunktionen fiir = # 0 zu

Uy(z) = ¥ 4 Re ke
\I/[[(a?) = 7ﬁ€jkaj

Aus der Stetigkeitsbedingung W;(0) = W;;(0) folgt 1+ R = T. Weiters gilt die Glei-
chung aus Beispiel 7, wobei der rechte Term nun ein positives Vorzeichen aufgrund
des positiven Deltaimpulses besitzt!

2mVj

'(04) — ¥'(0-) v(0)

In unserem Fall also

. 2mVyT
U (0) = W5 (0) =jk(T —1+R) = h—20
Mit R =T — 1 folgt
1
i
1
R=——"—
1_J%

Die reflektierte Welle ist ¥,.(x) = Re % Fiir die Reflexionswahrscheinlichkeit ergibt

sich damit
1
412
1 h
m2 VO2

|, (2)]* = |R|” =

und durch Einsetzen von k2 = %g—QE schlielich

1
1 4 2h2E

2
mVj

W, () =

Wie man sieht gilt fir £ — 0 : |¥,.(z)]* — 1, d.h. jedes Teilchen wird reflektiert,
und fiir £ — oo : |¥,.(x)]* — 0, d.h. jedes Teilchen wird transmittiert.
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9 Kronig Penney Modell

(a)

Fiir den Bereich I : 0 < x < a erhélt man die Schrodingergleichung

2mkE
o' (z) + 2 p(z)=0

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind p; o = =] 2’;;2’5 = Fja. Die

Losung lautet damit
pi() = A4 4 Ageio"

Das Bloch’sche Theorem besagt, dass fiir periodische Potentiale V(z) = V(z +
na), Vn € Z die Losungen der Schrédingergleichung die Form Wy (z) = ug(z)e*®
aufweisen, wobei u;, die gleiche Periodizitdt wie das Potential besitzt. Angewandt
auf unseren Fall folgt

6jkxe—jka —jka

oz — a) = up(z — )T =y (z) = p(x)e

also

p(z) = p(x — a)e™
Der linke Term stellt fiir x > a die Losung nach dem Deltaimpuls dar, o(z —
a) entsprechend die Losung davor. Damit erhélt man als Losungsfunktion fiir den

Bereich I] :a < x < 2a
orr(x) = pr(z — a)e* = (Alejo‘(’”_“) + Aze_jo‘(f"’_“)) elke
Die zwei Stetigkeitsbedingungen sind
er(a) = ¢rr(a)

Fiala) — #h(a) =~ ()

Setzt man die Losungsfunktionen ein, erhélt man ein lineares, homogenes Glei-
chungssystem fiir die Konstanten A; und A,

Al (efjaa o ejka) + AQ (ejaa - ejka) - 0

2mVy . : : 2mVy . )
Al <%€Jka—ja€ﬂm +jae—3aa) +A2< 722 OeJka +jaejka_jaejaa> - 0

Wenn es nicht-triviale, d.h. physikalisch sinnvolle, Losungen gibt, muss die Deter-

minante der Koeffizientenmatrix verschwinden, also

. . omVa . . .
(efjaa . ejka) < 722 Oejka +jCk€Jka . jaejoza> .
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(ejaa _ ejka) (QTg_yJejka _jaetka +ja€—jaa) _
jaeja(k—a) —ja+ 272’_2‘/66ja(k—a) B jaeija +ja€ja(k+a) - 27;;’_2‘/063'2ka +ja€ja(k+a) —ja
_QTZ_QW)eja(k-i-a) _jaei?ka | jaelelk—a) 2”;_2‘/663'2]«1 _
2 (1 + 1) — 2 (e 4 e7Ihe) 4 ?ZL—;O (e —e) =
4mVj

4 cos(aa) — 4 cos(ka) —

5 sin(aa) =0
a

die Beziehung aus der Angabe.

(e) Das E(k)-Diagramm sieht aus wie jenes auf S. 53 im Skriptum. Der Verlauf der

maVy sin(aa)
h? aa

klappt, da die si-Funktion hier negatives Vorzeichen besitzt. Die Energiebereiche fiir

Funktion cos(aa) — entspricht jenem aus dem Skriptum nach unten ge-

welche die Bestimmungsgleichung erfiillt ist bleiben jedoch die selben.

10 Num. Losung von 1-dim. Schrodingergleichungen

(a) Fiir konstante Lingenintervalle ;11 — z; = A = konst. ergibt sich

ov; Ui -

or A
oV, .y W=V,
or A
O*, o _ MWis1 20, 4,
i—1 9z or _ >+l 7 i—1
or2 A N A2

Durch Einsetzen wir aus der linearen Differentialgleichung eine lineare Differenzen-

gleichung

h? h? h?
“omaz Vit <M * Vi) Vi gz Vi = B

(b) Aus der diskreten Schrodingergleichung liest man die Diagonalelemente sofort ab

h? h? h?

Hiip1 = ———= H;,=—=+YV Hij 1 =———=
ks 2mA?2 ’ 2mA?2 + A1 2mA?2

Aufgrund der Beziehungen fiir ebene Wellen oy, 1(z) = o1(2)e**N und ¢o(z) =
on(x)e %N folgt fiir die Eckelemente

h? . h?
—jkzn Hyy = —
2mA?2 N 2mA?2

jkzn

Hiny=—

10
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11 Harmonischer Oszillator

(a) Die zeitabhéngige, 1-dimensionale Schrodingergleichung lautet

2 2
O G t) + V(@)U t) — jh%\l/(x,t)

 2m 92
Aus dem Separationsansatz ergeben sich die partiellen Ableitungen zu
0? 0

v — et 9 _ —juwt
(1) = ¢ (2)e W (,1) = —jwp(e)e

Einsetzen in die SG liefert mit £ = hw die zeitunabhingige SG

)+ (5 - B) vl =0

(b) Um vom Zustand "n” in den Zustand "n-+1” zu gelangen, muss die Energie
E:EnJrl_En:hwc

zugefithrt werden. Dies entspricht der Bestrahlung mit Licht der Kreisfrequenz w,

bzw. der Wellenldnge

12 Die Schrodingergleichung in anderen Koordinaten

Die Schrodingergleichung lédsst sich umschreiben zu

omaiE
P'(9) + 0 () = 0

2
2mzg B

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind p;o = =£j w2~ = tjn mit der
Kreiswellenzahl n. Hieraus folgt unmittelbar
h2 2
E=_
2maxj

13 Tunneleffekt und Feldemission

(a)

1 1
kd >>1: sinh(kd) = 5(@“‘1 —e ") §e'fd
Einsetzen in die Gleichung fiir die Tunnelwahrscheinlichkeit ergibt
1 1 16k2 12
'~ R+ ond  o—2nd 4 (B2+r2) e~ k2 Kz 26_2% A e
L+ Sgmee™ et e (k* + K?)

11
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(b)

14

Mit

folgt fiir die Tunnelwahrscheinlichkeit

2
— o~ —2rid; _ A | = _Z - .
T= |Z| T, ~ |Z| e —exp( 2 E@ /<9de> —exp( : % v 2m(V; E)dl>
und mit dem Grenziibergang d — 0 das Integral

T = exp (—% /:2 V2m(V (x) — E)dx)

Freies Elektronengas

Die zeitunabhingige Schrodingergleichung fiir den 3-dimensionalen Fall unter Be-
riicksichtigung der effektiven Masse m* und mit V(z) = 0 lautet

hQ
2m*

AVL(F) = EV,(Z)

wobei mit unserem Losungsansatz gilt

o? 0? o?
M) = (st s+ s ) W) = —(2 4 2+ KD

Einsetzen in die Schréodingergleichung und Herauskiirzen von Wy (%) liefert unmit-
telbar die Dispersionsrelation

h2
E(ky, ky, k) = Q—m*(kzg + k24 k2)

Nimmt man die erste Randbedingung ¥ (z + L,,y, 2) = ¥(z,y, ) und setzt unsere

Losungsfunktion ein erhalt man
exp [j(ks(z + Ly) + kyy + k.2)] = exp [j(kox + kyy + k. 2)]

Aufgrund der 2m-Periodizitdt der komplexen Exponentialfunktion ist diese Glei-
chung erfiillt, wenn

ky(x + Ly) = kyx + 2mn, , Ny € 7.

Damit erhélt man fiir die z-Komponente des Wellenvektors

2TN,

ky =
L,

12
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Analoges ergibt sich fiir die ¥y und z Komponenten unter Verwendung der beiden
anderen Randbedingungen

(¢) Alle k-Werte sind kleiner als kz. Jeder Vektor k liegt damit innerhalb der Kugel im
Ursprung mit dem Radius k. Das ausgefiillte Volumen im k-Raum ergibt sich als
das Volumen dieser so genannten "Fermikugel”

Amk,

v
3

15 Phononen I

Die Losung dieses Beispiels findet man im Skriptum auf S. 55.

(a) Die Bewegungsgleichung lautet

d%u,,
dt?

= —K(up — tps1) — K(up — upyq)

(b) Mit dem gegebenen Ansatz ergibt sich

d%u,,
dt?

—jka

= —w?u, Upi1 = u, e Up—] = Up€
Einsetzen in die Bewegungsgleichung liefert

K . : K K k
W= M(l —eFa ] — eIk = 2M(1 — cos(ka)) = 4— sin® (_a>

M 2
n @
S

(c) Fiir kleine k lésst sich die Dispersionsrelation durch das Taylorpolynom 1. Ordnung

5(k) = w(0) + /' (0)k = a\/%/q

Die Proportionalitatskonstante ist die Schallgeschwindigkeit vy = a4/ 5.

K
w(k) =2 i

annahern

==

13
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(d) Die Gruppengeschwindigkeit ist definiert als

dw(k) K ka
Cr=—q — @ MCOS(T) ,0<k<27m/a

Sie setzt sich periodisch mit 27/a fort (sieche Abbildung)

-4.7124 -3.1416 -1.5708 0 1.5708 3.1416 4.7124 6.2832

Fir k — 7 /a gilt ¢, = 0.

16 Phononen I1

(a) Die Bewegungsgleichung lautet

d%u,,
dt?

= —K(up — tuns1) — K(up — tup_1) — K'(t — tpyo) — K'(uy — tup_2)

!/

K . , K A .
w? = M(l —eFr 1 — eIk 4 M(l — ke ] emiZhe) —

! /

K K K, K,
4M(1 — cos(ka)) + 4M(1 — cos(2ka)) = 4M sin“(ka/2) 4+ 4M sin“(ka)

w(k) = 2\/% sin?(ka/2) + % sin?(ka)

17 Blochoszillation

(a) Aufgrund des elektrischen Feldes wirkt einen Kraft F' = —e auf das Elektron. Fiir
den Impuls des Teilchens folgt

t
p:hk:/ Fdt' = —eft + C
0

14
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Mit der Anfangsbedingung k(0) = 0 ergibt sich fiir die Konstante C' = 0 und damit

fiir die Kreiswellenzahl
ekt
h
Setzt man dieses Ergebnis in die Energiegleichung ein erhilt man die Energie des

Teilchens in Abhangigkeit der Zeit

10 5 [1 - (420

Die Energie des Elektrons gilt weiters

k(t) =

z(t)
E(t) = /0 Fdx' = —efz(t) + C

Mit der Anfangsbedingung x(0) = 0 fillt die Konstante C' wieder weg und man
erhilt durch Umformung die Bewegungsgleichung

Fiir ¢t < 0 liegt kein elektrisches Feld an £ = 0. Damit verschwindet der Impuls des
Teilchens, woraus folgt £ = 0. Die Energie des Teilchens wird damit ebenfalls gleich
Null und damit gilt z(t) = 0.

Fiir ¢t > 0 ist die Kreisfrequenz gegeben durch w = e£d/h. Fiir die Oszillationsfre-
quenz folgt damit
w  eld

Die maximale Auslenkung liegt dann vor wenn der Cosinus sein Minimum —1 an-
nimmt. Der Ausdruck in der Klammer wird damit zu —2. Die maximale Auslenkung

betragt also
Eq
e§

Die Elektronengeschwindigkeit errechnet sich zu

v(t) = dz(tt) = —g%d sin (%t)

Ihr linearer zeitlicher Mittelwert ergibt sich zu v = 0. Es kommt also zu keiner

=1,2 ym

|xmam| -

makroskopischen Bewegung von Ladungstrigern und damit flielt auch kein makro-
skopischer Strom.

Die Vorgehensweise ist dhnlich wie in Punkt (a). Man hat nun die Randbedingungen
k(nt) = 0 mit n € Ny. Fiir die einzelnen Bereiche 0 <t < 7,7 <t <27,...,n7 <
t < (n+ 1)7 erhélt man wie vorher fiir die Kreiswellenzahlen

15
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Die Konstanten ergeben sich nun unter Verwendung der jeweiligen Randbedingung
k(nt) =0 zu C,, = e{n7/h. Man erhilt also fiir die Kreiswellenzahlen

(1) = %(m —1)

und damit fiir die Auslenkungen in den einzelnen Bereichen

a(t) = % {cos (%(t _ n7’)> _ 1}

und die Geschwindigkeiten

dx,, Eod . [e&d
v (t) = dt(t) =— 2% sin (%(t — m-))

Die Geschwindigkeit v(¢) {iber dem ganzen Zeitbereich setzt sich aus den Geschwin-

digkeiten fiir die jeweiligen Teilbereiche zusammen. Sie ist eine periodische Funktion
mit der Periodendauer 7 wie in der Abbildung fiir Eyd/(2h) = 1 gezeigt.

L L L L L
05 1 15 2 25 3
tit

Der lineare zeitliche Mittelwert ergibt sich nun zu

oo [t [ ()
0

T 2h7 J,

ED ng _ 6
2eer [cos( > T) } = —5,63-10° m/s

In diesem Fall fliefst also makroskopischer Strom.

18 Bragg-Bedingung
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Bei der Reflexion an den Kristallebenen tritt konstruktive Interferenz auf, wenn fiir
den Gangunterschied gilt 20 = nA. Wie in der Abbildung zu sehen, besteht der
Zusammenhang 26 = 2d sin §, woraus die Bragg-Bedingung (siehe Skriptum S. 47)
folgt

2dsinf = nA\

(b) In unserem Fall ist der Einfallswinkel § = 25°. Uber die Bragg-Gleichung erhilt
man die Wellenléinge der Rontgenstrahlung A = 3,38 - 107!° m. Die Energie der

Rontgenphotonen errechnet sich zu

E:hf:h§:5,879'10’16,]

19 Bragg-Bedingung 2
Der Einfallswinkel o des Rontgenstrahls zur (010)-Ebene um eine Bragg-Reflexion 1.

Ordnung zu beobachten ergibt sich zu

2asina =1 a=10,8°

BRN
W

(310)

Das linke Bild der Abbildung zeigt die Kristallebenen. Die (310)-Ebene ist um den Winkel
B gegen die [010]-Achse gedreht. Man erhélt diesen Winkel geméifs

(B = arctan(1/3) = 18, 43°

Betrachtet man nun die Bragg-Reflexion an der (310)-Ebene mit dem Einfallswinkel ~.
Der Abstand der Kristallebenen d hat sich nun verindert

d=asinj

17
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Der Einfallswinkel ergibt sich dann zu

2dsiny =1 ~v = 36, 36°

Das rechte Bild zeigt nun die rdumliche Anordnung der Ebenen und Rontgenstrahlen.
Um einen (310)-Reflex 1. Ordnung bei gleichbleibender Rontgenquelle und Detektor be-
obachten zu kénnen, muss der Kristall um den Winkel § gegen den Uhrzeigersinn gedreht
werden. Der Drehwinkel ergibt sich zu

0=90"4+a— 0 —v=46°

20 Ferminiveau

(a) Die Abbildungen findet man auf S. 77 im Skriptum.

(b) Die Elektronendichte errechnet sich allgemein aus

n = /OO Z(E)f(E)dE

Ec
wobei Z(F) die Zustandsdichte und f(F) die Besetzungswahrscheinlichkeit bezeich-
nen. Fiir T'= 0K gilt
1 E<FEp
f(E) =
0 :E>Fp

Im entarteten Fall fillt nun das Ferminiveau in das Leitungsband Fr > Es. Man
erhilt damit fiir die Elektronendichte

Er
n= / Z(E)dE
Ec

Die Zustandsdichten fiir den 3, 2 und 1-dimensionalen Fall sind im Skriptum auf S.
76 zu finden. Durchfiihrung der Integration ergibt die jeweiligen Ergebnisse.

(2m*)3/2 3/2 3/2
3D = (EY? — EY?)
m*
2D: n = WﬁQ(EF_EC’)
2(2m* 1/2
ID: = %(E}” — BY?

(c) Bei FETs. Isolationsschicht so diinn -> quasi 2-dimensional.

18
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21 Ferminiveau

ACHTUNG! Die Angabe ist hier falsch! Die Zustandsdichte fiir 3 Dimensionen ist ndmlich

(vgl. Skriptum S. 76)

(m*)3/2
m2h3

Die 2 im Nenner aus der Angabe gehdrt weg.

Z(E) = V2E

Im nicht-entarteten Fall kann fiir die Besetzungswahrscheinlichkeit die Maxwell-Boltzmann-

Verteilung verwendet werden

f(E) = exp (EFk; E)

Fiir die Elektronendichte ergibt sich dann

n = /OO Z(E)f(E)dE /OOO Z(E)f(E + Eo)dE =

Ec

2(m*)3/? Ep — E,
P () [ R dar
™

Mit der Substitution E' = E/(kT), dE' = dE/(kT) folgt
2(m*kT)3/? Ep — FE ,
n = \/_(m kT) exp ( £ C)/ E'e P dE =

m2h3

2 3 EF — EC EF — EC
h3(27rm ET)*= exp ( 3 ) = N¢ exp ( 2

22 Flache Storstellen in Halbleitern

(a) Der Bohrradius und die Bindungsenergien beim Wasserstoffatom errechnen sich zu

47T60h2
apy = e 0,053 nm
By— - i35y
B 2(4ﬂh€0)2 N ’

Fiir die Donatorzustédnde ergeben sich die Bohrradien und Bindungsenergien ent-
sprechend, wenn in den beiden Gleichugen die Elektronenruhemasse m. durch die
effektive Masse m* = m m. und ¢y durch e, ersetzt werden. Wobei bei sich bei Si
3 2

- = = +
m

c mc,t c,l

errechnen lasst. Man erhélt

; Er

*
C

19
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m*

. / C
r

| Stoff | ap[nm| | Ep [meV] |

InSb 64,2 —0, 66
GaAs | 10,2 -5,5
Si 2,42 —925

(b) InSb: Gute Ubereinstimmung mit dem gemessenen Wert fiir Tellur-Donatoren auf
Antimon- Platzen Teg, : Eg = —0,6 meV.

GaAs: Auch hier wird recht gut das experimentell beobachtete Verhalten wieder-
gegeben Sig, : Ep = —5,84 meV | Gegy, Seas : Ep = —5,88 meV, Sus 1 Ep =
—5,87 meV.

Si: Die experimentellen Werte variieren stark mit dem Donatormaterial: Li : Fg =
—33meV, P: Eg=—45meV, As: EFg = =53 meV, Bi: Eg = —71 meV

Die Abweichungen fiir Silizium begriinden sich durch:

e Anisotrope Masse: Leitungsband nicht isotrop und parabolisch

e Leitungsbandtiler gekoppelt: sog. "orbit-valley” Kopplung fiihrt zur Aufspal-
tung des 1s Niveaus von z.B. P in Si

e Storpotential ist nicht rein Coulombartig, deshalb muss man Korrekturen nahe
dem Storatom berticksichtigen, dies fiihrt zu einem vom jeweiligen Dotieratom
abhéngigen "chemical shift”

23 Ladungstragerkonzentration

(a) Fiir den undotierten Halbleiter gilt

EF_EC)

n:p:ni:NCexp< T

Ausgehend von dem Massenwirkungsgesetz np = n? und der Ladungsneutralitit o =
e(p—n+Np+N4) = 0 erhdlt man fiir den dotierten Halbleiter die Elektronendichte
zu

p=ni/n — n* — (Np — Na)n —ni =0

Np — N Np — Na)?
o Moot [0 =

+ n?

20
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und die Locherdichte zu
n=ni/p  —  p’+(Np—Na)p—ni=0

Np— N Np — Ny)?
2 4
In einem reinen n-dotierten Halbleiter gibt es keine Akzeptoren N4 = 0. Damit gilt

Np /N3, )
~ Np /N3 5

Das Quadrat der intrinsischen Dichte ergibt sich mit dem Bandabstand Eg = E¢ —
Ey =0,17eV bei T'= 300 K zu

fiir die Tragerdichten

Eq

n? = NoNy exp (—ﬁ) =4,273-10% cm™°

Unter Verwendung der Gleichungen fiir die Elektronen- und Locherdichte fiir den
n-dotierten Halbleiter aus Punkt (a) erhilt man unmittelbar

n=4,054-10'" cm™

p=1,054-10" ¢cm™3

Temperatursensor

Man erhalt die Ladungstragerdichten mit der gleichen Vorgehensweise wie in Beispiel
23. (b). Sie ergeben sich bei "= 300 K zu

n=1,047-10" ecm™  p=4,686 10" cm™3
Die spezifische Leitfdhigkeit errechnet sich zu
o = e(nfiy, + ppp) = 66,84 mS/cm
Fiir T'= 400 K ergeben sich als Tragerdichten
n=>5,909-10"cm™>  p=4,909-10" cm™>
Unter der Annahme, dass die Beweglichkeiten zu 1/7? proportional sind folgt

pn(T) =0/T% b= p,(300)300% = 3,51 - 10*®

21
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po(T) =¢c/T* ¢ = 1,y (300)300* = 1,71 - 10°
Also allgemein fiir die Beweglichkeiten

3,51-10'8 1,71-108

Damit erhélt man die Beweglichkeiten bei 7' = 400 K
ftn = 2193,75 cm?/Vs  p, = 1068, 75 cm?/Vs
und damit die spezifische Leitfahigkeit
o = e(npu, + ppp) = 291,75 mS/cm

Fiir die Anordnung gilt mit der Annahme einer homogenen Stromverteilung

o

gA

Mit d = 50 um, A = (d?r)/4 = 1,96 - 1072 m? und [ = 0,3 mm erhilt man die
elektrischen Widerstinde

R

Rsp0 = 228, 58 k2 Rypo = 52,37 kQ

Shockley-Haynes-Experiment

Vergleicht man die Dichtefunktion mit jener im Skriptum S. 105 erkennt man, dass
die Verschiebung der Glockenkurve gegeben ist durch Ax = p,, Et. In unserem Fall
mit Az = 1 mm, t = 10 us ergibt sich fiir die Elektronenbeweglichkeit

A
o, = Ff = 1000 cm?/Vs

Aus der Einsteinrelation ergibt sich unmittelbar die Diffusionskonstante

D,, = Urpt, = 25,85 cm?/S

Mit dem Ansatz
n —nyo

G-R=-

TL
erhilt man unter Annahme, dass keine Paarerzeugungsprozesse mehr stattfinden
G = 0 und keine Minoritdten vor der Anregung vorhanden waren ny = 0 die Re-
kombinationsrate

R=—"

TL

22
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Die Hohe der Gaufiglocke nimmt exponentiell mit der Zeit ab geméfs
n(t) = n(0)e /™ = et/

da man aus dem Diagramm n(0) = 1 abliest. Durch Umformung erhélt man die
Lebensdauer zu
7, = —t/In[n(t)]

Fiir t; = 10 ps, n(t1) = 0,05 ergibt sich damit die Lebensdauer zu
T = 3,338 us

und die Rekombinationsrate

—t/7L —t/3,338 us
TL 3,338 us

26 Photoleitung

Im unbeleuchteten Fall ergibt sich der Dunkelstrom
1o =dlJ =dloFE
Fiir den rein n-dotierten Halbleiter py = 0 ist die Leitfidhigkeit gegeben als
& = e(noftn + Potty) = enofin

also fiir den Dunkelstrom
10 = dlengu, B

Wird der Halbleiter beleuchtet gilt fiir den Strom
l
i=Fd / o(x)dx
0
und fiir den zusétzlich generierten Strom
l
Ai = Ed/ Ao (z)dx
0

Mit Ao (z) = eAp(z)(pn + pp). Mit den Locheriiberschuss aus Beispiel 27 also

eatly

A = —_— L _x/LP _ pTax n ~
O'(ﬂf) hl/(ang _ 1) (OZ pe € ) (:u + :up)
eatly o
o (fin + pp)e Ly << 1
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Damit ergibt sich fiir den zusétzlichen Strom

Aj— Edean(])l(un + pp) /l g EdetIo(p, + ptp) (1 B e*ax)
v 0 v

Fir al << 1 kann man die Exponentialfunktion durch ihr Taylorpolynom 1. Ordnung
approximieren

e~ 1—al
Man erhélt also fiir den Strom

_ BEderIo(ptn + pp)al

Ai
! hv
und fiir den Quotienten
g _ Tad ( m Hp )
0 hvng Hn
27 Diffusion
(a) Die Kontinuitatsgleichung lautet
op 10J,
—+-—=G(x)—R
ot * e Ox (z) (z)
Die Diffusionsstromdichte ist gegeben durch
Ip
Jp = —€Dp%

Durch Einsetzen der Stromdichte und der Ansatze fiir die Generations- und Rekom-

binationsrate in die Kontinuititsgleichung ergibt sich

dp P’p ol . Ap
ot Pox2  hv T

Mit p = Ap — pg wobei py die Trégerdichte im unbelichteten Fall bezeichnet und

eine Konstante ist, folgt fiir die Ableitungen im stationéiren Fall

w_, P
ot or2  Ox2

Eingesetzt in die Kontinuitatsgleichung ergibt die Differentialgleichung fiir den Lo-

cheriiberschuss
O*Ap 1 aly
— = — e

0x? D, P D,hv

—Qax
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(b) Es handelt sich um eine lineare, inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit
dem charakteristischen Polynom P(s) = s*—1/(D,7). Die Nullstellen des Polynoms
sind p; o = j:\/% = j:Lip mit der Diffusionsldnge L, = /D,7. Dementsprechend

pT
ergibt sich die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung zu

Aph(a:) = Cle_x/Lp + Czem/Lp

Eine Partikulérlosung der inhomogenen Gleichung ergibt sich zu

aly 1 algT

—ax _

_Dphy6 P(—a) _hy(aQLIQ) - 1)e

—axr

Apy(z) =

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist nun

CY[()T
— 5 <€
hw(a?L2 — 1)

—Qax

Ap(x) = Apn(x) + Apy(x) = Cre™ ' 4 Coet/Pr —

Aus der Randbedingung lim,_., Ap(z) = 0 folgt Cy = 0. Die zweite Randbedingung
Jp(0) = 0 liefert

8Ap Cl 042]07'
p(0) = —eDy=p Plamo = =D L, ez —1)
Wodurch sich die Konstante ergibt
Ol _ OéQLpI()T
hv(a?L2 — 1)
Damit erhalten wir als Losung
CYI()T

_ —z/Lp, _ _—az
Ap([[‘) hl/(Oé2L127 _ 1) (aLpe € )

28 Halleffekt

(a) Geméfs dem lokalen ohmschen Gesetz gilt

-

J=0FE =o(E+7xB)
Wobei in unserem Fall ¢ = (v,,v,,v,)’ und
# x B = (—Buvy, Bu,,0)"

Im Rahmen des Drude-Modells erhidlt man die Kraftgleichung fiir den stationéren
Fall (die Zeitableitung verschwindet)

- - AU m*T o m*T

¢ mdt+ T T
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und damit den Zusammenhang

e’nt o

env = J =
m*

und durch Vergleich mit den ohmschen Gesetz die Leitfahigkeit

woraus sich der spezifische Widerstandstensor ergibt zu

oquglm
A= O O

Durch Inversion erhilt man den spezifischen Leitfihigkeitstensor

age?n? Bo2en
e2n24B202  e2n?4B202 0
~ N\ — G'QBTL G'GQTLQ
0= (Q) t= 62713;+3202 2n2 13252
0 0 o
(b) Geméf
IB
U, =—
enl,
ergibt sich die Elektronendichte zu
IB
n=— = 1,486 - 10" cm ™
el L,

Uber Uy=—pkE,BL, und E, = U,/ L, errechnet sich die Beweglichkeit zu

UL
"= "U,BL,

= 506 cm?/Vs

und aus diesen beiden Gréfsen die Leitfahigkeit

o =eun =12,0485/m
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(a)

Interbandabsorption in GaAs

Das optische Spektrum erstreckt sich ca. von der Wellenlidnge A = [380, 750] nm. Der
maximale Photonenimpuls ist wegen ppp, = h/A fiir die untere Grenze A\ = 380 nm
erreicht und betragt

ppn = 1,744 -107% kgm/s

Der Impuls des Elektrons im Halbleiter ist bestimmt durch p. = hk und ist z.B. fiir
die Grenze der 1. Brillouin-Zone k& = 7/a mit der Gitterkonstanten a:

Pe = % =5,92-10"% kgm/s
Bei der Bestrahlung mit Licht erfolgt ein Stofvorgang zwischen Photon und Elek-
tron, wobei das Photon im Falle von Absorption vernichtet wird und seinen Impuls
(nach dem Impulserhaltungssatz) vollstéindig an das Elektron abgibt. Der Impuls

des Elektrons p nach dieser Anregung ist daher

P = De +PPh = De

da wie zuvor gesehen der Photonenimpuls um mindestens 2 Zehnerpotenzen kleiner
als der Elektronenimpuls ist und daher vernachlissigt werden kann. Der Elektro-
nenimpuls bleibt damit ndherungsweise konstant und damit auch der Wellenvektor
k wegen p = hk. Optische Ubergiinge finden also im E(k) Diagramm nur senkrecht
statt.

Energie- und Impulserhaltungssatz ergeben

By — B = hw =
Zm; 2mr

Woraus fiir den Wellenvektor mit m, ! = (m})~! + (m*)~! folgt

2m,
k= \/ K2 (h’w_EG>

Fiir die Energie des Anfangs- und Endzustandes, F; und F, gilt damit

h2k? m,
E,=Ey — v =By — —(hw — Eg)
ms ms
h2k? .
Ey, = Eo + = Bo+ 2 (hw — E)
2ms, m}
Die Ableitung nach der Kreisfrequenz liefert
dBy = ——hdw  dEy = —=hdw
D n
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Die kombinierte Zustandsdichte Z;(w) ergibt sich aus

Z(EV — El)dEl = —Z](w)dw
. e . . . . (2mx)3/2 . .
wobei fiir die Zustandsdichte im Valenzband gilt Z(E) = 5 %—+/E. Einsetzen in

vorige Gleichung liefert die kombinierte Zustandsdichte

m.)3/2
Jw) = L R

A
2m2h?2

Sie errechnet sich ebenso aus

. . . . (Qm*)3/2 .
mit der Zustandsdichte im Leitungsband Z(E) = 35— V/E, was durch Einsetzen

leicht iiberpriift werden kann.

Der Absorptionskoeffizient ist definiert als

a(w) = (W) Z;(w)(fabs = fem)

Fiir T = 0 K ist das Valenzband voll besetzt fi/(F;) = 1 und das Leitungsband leer
fc(E2) = 0. Somit ergibt sich fiir die Absorptions- und Emissionswahrscheinlichkeit

favs = (B[l = fo(Ey)] =1

fom = fe(Ex)[1 — fo(B))] =0

Damit erhilt man mit einem konstanten Ubergangsquerschnitt o(w) = o den Ab-
sorptionskoeffizienten zu

(2m,.)3/?
Oé(bd) = O'Zj(bd) = UWV hw — EG

30 Leuchtdiode, Laser

Der Emissionskoeffizient ist definiert als

rap(W) = 0sp(w) Zj (W) fo(E2)[1 = fv(Er)]

Im Fall einer schwachen Anregung sind die Ferminiveaus Erc und Epy weit weg von
den Bandkanten. Es gilt Fy — Epc >> kT und EpyE; >> ET. Man kann statt der
Fermi-Dirac die Maxwell-Boltzmann-Verteilung verwenden.

1 Erc— Es
fo(Ey) = A exp <— )
1+ exp (M) kT

kT
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1 EleF,V

1 — &Xp < kT ) E1 — EF,V

fv(Er) = N T me Sl ep |
1+eXp< FV) 1—exp<2 1kTF’V)

Fiir die kombinierte Zustandsdichte setzt man

2 . 3/2
Zj(w = m2h2 \/ \/hw—EG

und erhélt durch Einsetzen in die Gleichung fiir den Emissionskoeffizienten mit Aw =
E5 — E7 und konstantem Emissionsquerschnitt

Erc— By + By — Epy + Eg — B
Tsp<W>:Usp¢FEGeXP( N G):

Epc— Epy — E, hw — E
osp\/ hw — Eg exp ( BC i G> exp <——G> =

kT kT

spV hw — EgD exp ( hwkTEG)

31 pn-Ubergang

(a) Gemaif den Gleichungen (3.30) S. 80 im Skriptum ergibt sich fiir die Ferminiveaus
im n- bzw. p-Halbleiter (N4 = 0 bzw. Np = 0)

Ne¢
Epn=Ecn —kT1
" 1Q<ND)

Ny
Er,=FEy,+ kT In (NA)
Gleichsetzen beider Ferminiveaus liefert die Gleichung

Ny Ng
NiNp

Ecp — Evy=kTn (

Geméfl dem Bandschema aus der Angabe folgt der Zusammenhang

Ny N,
eUp = Eg + By, — Ecn = Eg — (Ecpn — Ev,) = Eg — kT'ln ( v C)

NsNp
Gleichung (3.22) aus dem Skriptum liefert mit Fg = Ec — Ey

NCNV _ nZeEg/kT

Einsetzen in vorige Gleichung ergibt

Eg/kT 2
eUD:EG—len(L) Eo— kTE——k;Tln< i ):k:Tln(NAND)

NaNp kT N4Np n?

7
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Mit der Temperaturspannung Ur = kT'/e folgt der gesuchte Zusammenhang

NN
UD:UTln( AZD)

n;

(b) Die Abbildungen lassen sich im Skriptum auf S. 123 und S. 129 finden.

(c) Die Herleitung dieser Grofen wird im Skriptum auf S. 130 durchgefiihrt.

32 CV-Methode

(a) Mit der Lénge der Raumladungszone

d= 2€(UD — U)
N N0€
ergibt sich fiir die Kapazitit zu
geNy
C=cAld=A| ——=
A/ 2(Up — U)

(b) Im n*p Ubergang ist die Dotierung des n-Gebietes viel groker als die des p-Gebietes
Np >> N4. Dementsprechend gilt Ny =~ N,4. Eingesetzt in die Kapazitatsgleichung
aus (a) und umgeformt ergibt

_20*(Up—0)

N
A ec A?

(c) Differentiation der Kapazititsgleichung nach der Spannung U ergibt

ac A [ceNy, 2 g ceNa P
dU — (Up—=U)32\N 2 2A2eN, \" 2(Up —U) ~ A2eeNy

Durch Umformen folgt die Dotierung

-1

03
~ A%

dC

N4 i

bei z = ¢A/C. Substitution durch x ergibt die Dotierung in Abhéngigkeit der Tiefe

24 |do |t
NA(ZU) =

U

exs
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