
1 KLAUSUR VOM 7. MÄRZ 2008

Bitte die Lösungen mit Vorsicht genieÿen. Fehler bitte hier http://www.

et-forum.org/index.php?showtopic=6011 melden!

Und viel Erfolg bei der Prüfung.

1 Klausur vom 7. März 2008

Aufgabe 1 .

a) .

ẋ = f(x, u)
y = g(x, u)

C2(uc2) = C20 + C21 u2
c2, C20, C21 > 0

x = [uc1, uc2]
T

y = R2i2 + uc2

−i2 =
u

R0︸︷︷︸
i0

+
u− uc1

R1︸ ︷︷ ︸
i1

= i0 + i1

y = g(x, u) := uc2 −
R2

R0
u +

R2

R1
uc1 −

R2

R1
u

C1u̇c1 = i1

⇒ u̇c1 =
u− uc1

R1C1

∂

∂t
(C2(uc2)uc2) =

(
2C21u

2
c2 + C2(uc2)

)
u̇c2 = i2

⇒ u̇c2 = − 1
2C21u2

c2 + C2(uc2)

(
u

R0
− u− uc1

R1

)

ẋ =
[
u̇c1

u̇c2

]
= f(x, u) :=

[
u

R1C1
− uc1

R1C1

− 1
2C21u2

c2+C2(uc2)

(
u

R0
− u−uc1

R1

)]
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Aufgabe 1 . 1 KLAUSUR VOM 7. MÄRZ 2008

b) .

Bestimmen aller Ruhelagen für u = 0
ẋ = 0

0 =
u

R1C1
− uc1

R1C1
⇒ u = uc1 = 0

0 = −
���������1
2C21u2

c2 + C2(uc2)

(
�

��
u

R0
+

�
�

��u− uc1

R1

)
⇒ uc2 beliebig

Linearisieren um die Ruhelage u = uc1 = uc2 = 0

A =
∂

∂x
f(x, u)

∣∣∣∣
x=xR, u=uR

=

 ∂
∂uc1

fuc1(x, u)
∣∣∣
x=xR, u=uR

∂
∂uc2

fuc1(x, u)
∣∣∣
x=xR, u=uR

∂
∂uc1

fuc2(x, u)
∣∣∣
x=xR, u=uR

∂
∂uc2

fuc2(x, u)
∣∣∣
x=xR, u=uR

 =

=
[
− 1

C1R1
0

1
C20R1

0

]

b =
∂

∂u
f(x, u)

∣∣∣∣
x=xR, u=uR

=

[
∂

∂ufuc1(x, u)
∣∣
x=xR, u=uR

∂
∂ufuc2(x, u)

∣∣
x=xR, u=uR

]
=
[ 1

C1R1

− 1
C20R1

− 1
R0C20

]

cT =
∂

∂x
g(x, u)

∣∣∣∣
x=xR, u=uR

=
[

∂
∂uc1

g(x, u)
∣∣∣
x=xR, u=uR

∂
∂uc2

g(x, u)
∣∣∣
x=xR, u=uR

]
=

=
[

R2
R1

1
]

d =
∂

∂u
g(x, u)

∣∣∣∣
x=xR, u=uR

= −R2

R0
− R2

R1

ẋ =
[
− 1

C1R1
0

1
C20R1

0

]
︸ ︷︷ ︸

A

x +
[ 1

C1R1

− 1
C20R1

− 1
R0C20

]
︸ ︷︷ ︸

b

u

y =
[

R2
R1

1
]

︸ ︷︷ ︸
cT

x−
(

R2

R0
+

R2

R1

)
︸ ︷︷ ︸

d
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Aufgabe 2 . 1 KLAUSUR VOM 7. MÄRZ 2008

c) .

G(s) = cT (s1−A)−1 b + d

s1−A =
[
s + 1

C1R1
0

− 1
C20R1

s

]

(s1−A)−1 =
1

s2 + s
C1R1

[
s 0
1

C20R1
s + 1

C1R1

]
=

 1
s+ 1

C1R1

0
1

C20R1s2+s
C20
C1

1
s


(s1−A)−1 b =

[
1

sC1R1+1 0
1

C20C1R2
1s2+sC20R1

1
sC1R1

]

cT (s1−A)−1 b + d =
R2

sC1R2
1 + R1

+
1

C20C1R2
1s

2 + sC20C1
−
(

R2

R0
+

R2

R1

)
Weiter au�ösen und dann Koe�zienten vergleich. Ergibt aber riesige unhandli-
che Terme.

d) .

R =
[
b, Ab

]
=

[
1

C1R1
− 1

(C1R1)2

− 1
C20R1

− 1
R1C20

− 1
C1C20R2

1

]
rang(R) = 2 ⇒ vollst. Erreichbar

Aufgabe 2 .

a) .

Linearitär (S.19, De�nition 2.1.):

h(ax1 + bx2,0, t) = ah(x1,0, t) + bh(x2,0, t)
h(0, au1 + bu2, t) = ah(0,u1, t) + bh(0,u2, t)

h(x,u, t) = h(x,0, t) + h(0,u, t)

Zeitinvarianz (S. 21, De�nition 2.2.):
y(t) für Anfangswert x(t0) und Eingang u(τ), t0 ≤ τ ≤ t
⇒ y(t−T ) für Anfangswert x(t0 +T ) und Eingang u(τ −T ), t0 +T ≤ τ ≤ t+T

b) .

S. 96, De�nition 4.1/Satz 4.1:

A) 1 + K(s)G(s) = 0 ⇒ Re(s) < 0
B) Im Produkt K(s)G(s) treten keine Pol/Nullstellenkürzungen für Pole

oder Nullstellen s : i mit Re(si) ≥ 0 auf.
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Aufgabe 2 . 1 KLAUSUR VOM 7. MÄRZ 2008

c) .

A(s) =
K

s2 + 1

B(s) =
1
s

1
s2 + 2s + 2

w = (y − w)B(s) ⇒ w = y
B(s)

1 + B(s)

y = (r − w)A(s) = rA(s)− yA(s)
B(s)

1 + B(s)

y

(
1 +

A(s)B(s)
1 + B(s)

)
= rA(s) =

K
s2+1 + K

s2+1
1
s

1
s2+2s+2

1 + 1
s

1
s2+2s+2 + K

s2+1
1
s

1
s2+2s+2

=

=
Ks(s2 + 2s + 2) + K

(s2 + 1)s(s2 + 2s + 2) + (s2 + 1) + K
=

Ks(s2 + 2s + 2) + K

s5 + 2s4 + 3s3 + 3s2 + 2s + (1 + K)

Routh-Hurwitz:
s5 1 3 2 0
s4 2 3 1 + K 0
s3 3

2
3−K

2 0
s2 1 + 2

3K 1 + K 0
s1 −K(3+K)

3+2K 0
s0 1 + K

1 +
2
3
K > 0 ⇒ K > −3

2

−K(3 + K)
3 + 2K

> 0 ⇒ −3
2

< K < 0 oder K < −3

1 + K > 0 ⇒ K > −1

⇒ −1 < K < 0

d) .

ẋ1 = −x2, x1(0) = 0
ẋ2 = x1, x2(0) = 1
o�ensichtliche Lösung:

x1(t) = sin(t), x2(t) = cos(t)
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Aufgabe 2 . 1 KLAUSUR VOM 7. MÄRZ 2008

x1

x2

1

1

x(0)
Trajektorie

ẋ1 = −πx1, x1(0) = 1
ẋ2 = −πx2, x2(0) = 1
o�ensichtliche Lösung:

x1(t) = x2(t) = exp(−πt)

x1

x2

1

1

x(0)
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Aufgabe 3 . 1 KLAUSUR VOM 7. MÄRZ 2008

Aufgabe 3 .

a) .

Die Ausgangsfolge (uk) erhält man durch Faltung der Eingangsfolge (yk) mit
der Impulsantwort (gk) ((yk) = (uk)∗(gk)). Nun kann man an der Ausgangsfolge
erkennen, dass die Eingangsfolge verzögert und gedämpft wird. Also muss die
Impulsantwort bei k = 0 g0 = 0 sein und bei k = 1 einen Wert g1 < 1 haben.
Mittels 3g1 = 1, 5 lässt sich dieser Wert zu g1 = 1

2 ermitteln. Der dritte Wert der
Ausgangsfolge y3 = − 1

4 is jedoch ungleich u2g1 = −1. Daraus ergibt sich, dass
es noch einen weiteren Verzögerungsterm bei k = 2 geben muss, der sich über
u2g1 +u1g2 = − 1

4 zu g2 = 1
4 ermitteln lässt. Weiters sieht man an u3g1 +u2g2 =

0 = y3 und u3g2 = 1
4 das es keine weiteren Überlagerungen mehr gibt. Die

Impulsantwort muss also die Form (gk) = (0, 1
2 , 1

4 , 0, . . .) haben, was Abbildung
5. (ii) entspricht.

b) .

δk =

{
1 : k = 0
0 : k 6= 0

gk =
1
2
δk−1 +

1
4
δk−2

⇔ H(z) =
1
z

1
2

+
1
4

1
z2

=
2z + 1
4z2

c) .

BIBO-Stabilität anhand der Impulsantwort (Satz 6.5, S. 146)
∞∑

k=−∞

|hk| =
1
2

+
1
4

=
3
4

< ∞ ⇒ BIBO-Stabil

BIBO-Stabilität anhand der Übertragungsfunktion (Satz 6.6, S. 147)

4z2 = 0 ⇒ zp1,2 = 0 < 1 ⇒ BIBO-Stabil
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Aufgabe 4 . 1 KLAUSUR VOM 7. MÄRZ 2008

d) .

Allgemein: (yk) =
(
A0

∣∣G(eIω0Ta)
∣∣ sin(ω0Tak + ϕ0 + arg(G(eIω0Ta)))

)
(6.77), s: 147

uk = 2 sin(k
π

2
)− 1k −1k als Sinus mit Frequenz ω0 = 0 behandeln.

(yk) =
(
2
∣∣G(eI π

2 )
∣∣ sin(k

π

2
+ arg(G(eI π

2 )))−
∣∣G(eI0)

∣∣ 1k
)

für ω0Ta =
π

2
:

G(eIω0Ta) = G(I) = −2I + 1
4

= −1
4
− I

1
2∣∣G(eIω0Ta)

∣∣ =
√(

1
4

)2

+
(

1
2

)2

=
√

5
4

arg(G(eIω0Ta)) = arctan(2)− π

für ω0Ta = 0 :

G(eI0) = G(1) =
3
4

(yk) =

(√
5
2

sin(k
π

2
+ arctan(2− π))− 3

4
1k

)

e) .

Die Abtastung entspricht einer Abbildung z = exp(sTa).

Aufgabe 4 .

G(s) =
0, 5

s
(

s
2 + 1

)
a) .

Was versteht man unter einer phasenminimalen Übertragungsfunktion?
S. 73, Def. 3.6.: Pol-, Nullstellen in der linken Halbebene.

Ist G(s) phasenminimal?

Pole: 0 = s
(s

2
+ 1
)
⇒ sp1 = 0

0 =
s

2
+ 1 ⇒ sp2 = −2

Nullstellen: Keine

sp1 = 0 liegt nicht in der linken Halbebene ⇒ nicht phasenminimal
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Aufgabe 4 . 1 KLAUSUR VOM 7. MÄRZ 2008

b) .

G(Iω) =
0, 5

Iω
(

Iω
2 + 1

) =
1
2

(
Iω − ω2

2

)−1

|G(Iω)|
dB

= −40dB log(
√

2 )︸ ︷︷ ︸
−6,0206dB

−20dB log(

√√√√[(− ω√
2

)2
]2

+ ω2 )

ωk =
√

2 , ξk =
√

2
2

|G(Iω)|
dB

= −6, 0206dB− 20dB log(

√√√√[(− ω√
2

)2
]2

+

(
2
√

2
2

ω√
2

)2

) =

= −6, 0206dB−


20dB log(ω) : ω

ωk
� 1

20dB log(
√

3 ) : ω
ωk

= 1
40dB log( ω√

2
) : ω

ωk
� 1

arg(G(Iω)) = arg(
1
2
)︸ ︷︷ ︸

0

− arg(Iω −
(

ω√
2

)2

) =

= − arctan(
ω

−
(

ω√
2

)2 ) = − arctan(− 2
ω

) =


−90◦ : ω

ωk
� 1

− arctan(−
√

2 ) : ω
ωk

= 1
−180◦ : ω

ωk
� 1

c) .

ωctr ≈ 1, 5

⇒ ωc = 1, 5s−1

Φ + ≈ 70◦

⇒ Φ = 60◦
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Aufgabe 4 . 1 KLAUSUR VOM 7. MÄRZ 2008

i)

d = 0

L(s) = R(s)G(s) =
VR

2
�

��1 + s
2

s����(
s
2 + 1

)
(1 + sTR)

=
VR

2
1

s (1 + sTR)

Φ− π = arg(L(Iωc)) = arg(
VR

2
1

Iωc (1 + IωcTR)
) = arg(

VR

2
)︸ ︷︷ ︸

0

− arg(Iωc)︸ ︷︷ ︸
90◦

− arg(1 + IωcTR) =

= −90◦ − arctan(
ωcTR

1
) = 60◦ − 180◦

⇒ TR =
tan(30◦)

ωc
=

2
9

√
3

0dB = |L(Iωc)|dB = ���20dB log(
∣∣∣∣VR

2
1

Iωc (1 + IωcTR)

∣∣∣∣) =

= log(
VR

2
)− log(

∣∣Iωc − ω2
cTR

∣∣) = log(
VR

2
)− log(

√
ω2

c − (ω2
cTR)2 )

⇒ VR

2
=
√

ω2
c − (ω2

cTR)2

⇒ VR = 2

√
9
4

+
3
4

= 2
√

3

ii)
Siehe Seite 109

(A) Verstärkung V und Totzeit Tt positiv.

V = 2
√

3 ≥ 0, Tt = 0 ≥ 0
(B) grad(nL(s)) + ρ > grad(zL(s))

1 + 1 = 2 > 0
(C) nL(s)-Hurwitzpolynom und ρ ∈ {0, 1, 2}.

grad(nL(s)) = 1 ≤ 2 ⇒ Hinreichende Bedingung: Alle Koe�zienten vorhanden

und Vorzeichen gleich.

Koe�zienten: 1, TR vorhanden und gleiches Vorzeichen

ρ = 1 ∈ {0, 1, 2}
(D) Bodediagramm schneidet die 0dB-Linie nur einmal.

Ja, da man L(Iω) in Punkt i so dimensioniert hat und grad(zL(s)) = 0 ist

(E) Die Ortskurve von L(Iω) umkreist den Nullpunkt höchstens einmal vollständig.

siehe Punkt iii
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Aufgabe 4 . 1 KLAUSUR VOM 7. MÄRZ 2008

iii)

L(Iω) =
√

3
Iω (1 + IωTR)

=
√

3
Iω − ω2TR

−ω2TR − Iω

−ω2TR − Iω︸ ︷︷ ︸
c.c.

= −
ω2 2

3 + Iω
√

3
ω2 + ω4 4

27

=

= − ��ω2 2
3

��ω2
(
ω2 4

27 + 1
)︸ ︷︷ ︸

Re(L(Iω))

+I
−
√

3�ω

�ω
(
ω3 4

27 + ω
)︸ ︷︷ ︸

Im(L(Iω))

Re(L(Iω)) = − 2
ω2 4

9 + 3

Im(L(Iω)) = −
√

3
ω
(
ω2 4

27 + 1
)

ω = 1

Re(L(I)) = − 2
4+27

9

= −18
31

Im(L(I)) = −
√

3
4+27
27

= −27
√

3
31

ω =
√

3

Re(L(I
√

3 )) = − 2
4
3 + 9

3

= − 6
13

Im(L(I
√

3 )) = − 1
4
9 + 9

9

= − 9
13

ω → +∞
lim

ω→+∞
Re(L(Iω)) → −0

lim
ω→+∞

Im(L(Iω)) → −0

ω → −∞
lim

ω→−∞
Re(L(Iω)) → −0

lim
ω→−∞

Im(L(Iω)) → +0

ω → +0

lim
ω→+0

Re(L(Iω)) = −2
3

lim
ω→+0

Im(L(Iω)) → −∞
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2 KLAUSUR VOM 4. APRIL 2008

ω → −0

lim
ω→−0

Re(L(Iω)) = −2
3

lim
ω→−0

Im(L(Iω)) → +∞

2 Klausur vom 4. April 2008

Aufgabe 1 .

a) .

i)

ẇ(t) = α (u(t) + v(t)− w(t) + y(t)) = α (u(t) + v(t)− w(t) + sin(v(t)))
v̇(t) = w(t)− v(t)
y(t) = sin(v(t))

x =
[
v(t)
w(t)

]
ẋ = f(x, u) =

[
w(t)− v(t)

α (u(t) + v(t)− w(t) + sin(v(t)))

]
y = g(x, u) = sin(v(t))

ii)

0 = ẋ = f(x, 0)
0 = w(t)− v(t) ⇒ w(t) = v(t)

0 =�α

u(t)︸︷︷︸
0

+ v(t)− w(t)︸ ︷︷ ︸
0

+sin(v(t))

 ⇒ v(t) = πn, n ∈ Z

⇒ w(t) = v(t) = πn
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Aufgabe 1 . 2 KLAUSUR VOM 4. APRIL 2008

iii)

x = 0, u = 0

A =
∂

∂x
f(x, u)

∣∣∣∣
x=0, u=0

=
[

−1 1
α (1 + cos(v(t)))|x=0, u=0 −α

]
=
[
−1 1
2α −α

]
B =

∂

∂u
f(x, u)

∣∣∣∣
x=0, u=0

=
[
0
α

]
c =

∂

∂x
g(x, u)

∣∣∣∣
x=0, u=0

=
[
1
0

]
d =

∂

∂u
g(x, u)

∣∣∣∣
x=0, u=0

= 0

∆ẋ =
[
−1 1
2α −α

]
∆x +

[
0
α

]
∆u

∆y =
[
1 0

]
∆x

Die Ruhelage ist global asymptotisch stabil, wenn die Eigenwerte

der Matrix A einen negativen Realteil besiten. (Satz 3.4. S.47)

det |A− λ1| = (−1− λ)(−α− λ)− 2α = λ2 + (1 + α)λ− α = 0

λ1,2 = −1 + α

2
±
√

(1 + α)2

4
+ α < 0

⇒ 1 + α

2
> ±

√
(1 + α)2

4
+ α

⇒ 1 > ±

√(
(1 + α)2

4
+ α

)
4

(1 + α)2
= ±

√
4α

(1 + α)2
+ 1

⇒ 0 >
4α

(1 + α)2

⇒ α < 0, α 6= −1

b) .

[
x1,k+1

x2,k+1

]
︸ ︷︷ ︸

xk+1

=
[

1 1
− 1

4 0

] [
x1,k

x2,k

]
︸ ︷︷ ︸

xk

+
[

1
− 1

2

]
uk

x0 =
[
2
2

]
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Aufgabe 1 . 2 KLAUSUR VOM 4. APRIL 2008

i)

xk=1 =
[

1 1
− 1

4 0

] [
2
2

]
︸︷︷︸
x0

+
[

1
− 1

2

]
u0 =

[
4 + u0

− 1
2 + 1

2u0

]

xk=2 =
[

1 1
− 1

4 0

] [
4 + u0

− 1
2 + 1

2u0

]
︸ ︷︷ ︸

xk=1

+
[

1
− 1

2

]
u1 =

[
4 + u0 − 1

2 −
1
2u0 + u1

−1− 1
4u0 − 1

2u1

]
!=
[
− 1

2
1

]

−1
2

= 3
1
2

+
1
2
u0 + u1 ⇒ −4− 1

2
u0 = u1

1 = −1− 1
4
u0 −

1
2
u1 ⇒ 2 +

1
2
u1 = ���2− 2− 1

4
u0 = −1

4
u0

⇒ u0 = α, u1 = −4

ii)

1
2

= 3
1
2

+
1
2
u0 + u1 ⇒ −3− 1

2
u0 = u1

2 +
1
2
u1 = −1

4
u0 ⇒ 2− 3

2�
�

�−1
4
u0 =

�
�

�−1
4
u0

⇒ 1
2

= 0 ⇒ Widerspruch! Nicht errichbar!

iii) TODO...
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Aufgabe 2 . 2 KLAUSUR VOM 4. APRIL 2008

Aufgabe 2 .

a) .

tr = 1, = 10%, e∞ = lim
t→∞

e(t)|r(t)=σ(t) = 0

ωctr ≈ 1, 5 ⇒ ωc = 1 rad s−1

Φ = 60◦

Wegen der Regelabweichung e∞ brauchen wir integrales Verhalten

beim Regler, daher wählen wir den PI-Regler.

R(s) =
VI

s
(1 + sTI)

R(Iωc) = R(I) = −IVI(1 + ITI) = VI(TI − I)

Um eine Phasenreserve Φ von 60◦ zu erreichen, müssen wir

G(s) um 60◦ bei ω = ωc absenken

arg(R(Iωc)) = arctan(− 1
TI

) = −60◦

⇒ tan(−60◦) = − tan(
π

3
) = −

√
3 = − 1

TI
⇒ TI =

1√
3

Um einen Nulldurchgang bei ωc zu haben, müssen wir mit dem Regler

die Verstärkung bei ω = ωc um ungefähr 6dB absenken

|R(Iωc)|dB = ���20dB��log(|VI(TI − I)|) = −6dB ≈���20dB log(2−1)

VI

√
T 2

I + 1 = VI
2√
3

=
1
2
⇒ VI =

√
3
4

b) .

R(s) =
s

s2 + 2s + 1

i)

e(t) = tσ(t) ⇔ ê(s) =
1
s2

u∞ = lim
t→∞

u(t) = lim
s→0

sû(s) = lim
s→0 �

��s
1
s2

�s

s2 + 2s + 1
= 1

y∞ = lim
t→∞

y(t) = lim
s→0

sŷ(s) = lim
s→0

sû(s)G(s) = u∞︸︷︷︸
1

lim
s→0

G(s)

Aus Abbildung 3 ablesen:

Phase: lim
s→0

G(s) = lim
ω→0

G(Iω) → 0

Verstärkung: lim
s→0

G(s) = lim
ω→0

G(Iω) ≈ 25dB = 10
25
20

⇒ y∞ = 10
25
20 = 25dB

14



Aufgabe 3 . 2 KLAUSUR VOM 4. APRIL 2008

ii)

e(t) = 5 sin(t), ω0 = 1, A0 = 5

|R(Iω0)| = |R(I)| =
∣∣∣∣ �I

��j
2 + 2��j + �1

∣∣∣∣ = 1
2

arg(R(I)) = 0

u(t) = A0 |R(I)| sin(ω0t + arg(R(I))) =
5
2

sin(t)

y(t) = |G(Iω0)|
5
2

sin(ω0t + arg(G(Iω0))) = 10
6
20

5
2

sin(t− 48◦)

Aufgabe 3 .

a) .

s-Bereich: G(s) =
a(s)
b(s)

grad(a(s)) ≤ grad(b(s))

z-Bereich: G(z) =
a(z)
b(z)

grad(a(z)) ≤ grad(b(z))

q-Bereich: lim
q→Ω0

∣∣G#(q)
∣∣ < ∞

b) .

ẋ =

0 2 0
0 0 2
0 0 0


︸ ︷︷ ︸

A

x +

1
0
0


︸︷︷︸
B

u

i)

Nicht asymptotisch Stabil, da die Eigenwerte von A nicht kleiner als 0 sind.

ii)

x = Vz

lim
t→∞

x(t) = lim
t→∞

Φ(t)x0 = 0

Φ̃(t) = exp(V−1AVt)

Φ(t) = VΦ̃(t)V−1

lim
t→∞

Φ(t)x0 = lim
t→∞

VΦ̃(t)V−1x0 = lim
t→∞

VΦ̃(t)z0 = 0

V−10 = lim
t→∞

����V−1VΦ̃(t)z0 ⇒ 0 = lim
t→∞

Φ̃(t)z0

q.e.d.

iii) Ja

15



Aufgabe 3 . 2 KLAUSUR VOM 4. APRIL 2008

iv)

Φ(t) = 2Φ̃(t) = 2

1 t t2

2
0 1 t
0 0 1


v)

d
dt

Φ(t) =
d
dt

∞∑
k=0

Ak tk

k!
=

∞∑
k=1

Akk
tk−1

k!
=

∞∑
k=1

Ak tk−1

(k − 1)!
=

= A
∞∑

k=1

Ak−1 tk−1

(k − 1)!
= A

∞∑
k=0

Ak tk

k!
= A exp(At) = AΦ(t) q.e.d.

vi)

u(t) = σ(t− 1)− σ(t− 2), x(t1 = 3s) = 0

x(t) = Φ(t)x0 +
∫ t

0

Φ(t− τ)Bu(τ)dτ

x(t) = Φ(t)x0 +
∫ t

0

u(τ)
0
0

dτ

t = 3s:

x(t = 3s) = 2

1 3 9
2

0 1 3
0 0 1

x0 +

1
0
0

 =

0
0
0


⇒ x0 =

− 1
2

0
0



t

u(t)
1

1s 2s 3s

16



Aufgabe 4 . 2 KLAUSUR VOM 4. APRIL 2008

Aufgabe 4 .

a) .

yk = 3xk ⇔ yz(z) = 3xz(z)

xk+1 = −1
2
xk + uk

xk = −1
2
xk−1 + uk−1 ⇔ xz(z) = −1

2
z−1xz(z) + z−1uz(z)

uk = k1xk + k2ξk ⇔ uz(z) = k1xz(z) + k2ξz(z)
ξk+1 = aξk + k2ek

ξk = aξk−1 + k2ek−1 ⇔ ξz(z) = az−1ξz(z) + 2z−1ez(z)

ek = rk − yk ⇔ ez(z) = rz(z)− yz(z) = rs
z

z − 1
− yz(z)

rk = rs(1k) ⇔ rz(z) = rs
z

z − 1

ξz(z) =
2z−1

(
rs

z
z−1 − yz(z)

)
1− az−1

uz(z) = k1xz(z) +
2k2z

−1
(
rs

z
z−1 − yz(z)

)
1− az−1

xz(z) =
2k2z

−2
(
rs

z
z−1 − yz(z)

)
(1− az−1)

(
1 + 1

2z−1 − z−1k1

)
yz(z) =

6k2z
−2
(
rs

z
z−1 − yz(z)

)
(1− az−1)

(
1 + 1

2z−1 − z−1k1

) =

=
6k2z

−2rs
z

z−1

(1− az−1)
(
1 + 1

2z−1 − z−1k1

) − 6k2z
−2

(1− az−1)
(
1 + 1

2z−1 − z−1k1

)yz(z)

yz(z) =
6k2z

−2
(
rs

z
z−1

)
(1− az−1)

(
1 + 1

2z−1 − z−1k1

) 1
1 + 6k2z−2

(1−az−1)(1+ 1
2 z−1−z−1k1)

lim
k→∞

yk = rs = lim
z→1

(z − 1)yz(z) =

= lim
z→1

����(z − 1)
6k2z

−2rs �z
��z−1(

1− a��z−1
) (

1 + 1
2�

�z−1 −��z−1k1

) 1

1 + 6k2��z−2

(1−a��z−1)(1+ 1
2��z−1−��z−1k1)

=

=
6k2z

−2

(1− a)
(
1 + 1

2 − k1

) 1
1 + 6k2

(1−a)(1+ 1
2−k1)︸ ︷︷ ︸

1

rs

17



Aufgabe 4 . 2 KLAUSUR VOM 4. APRIL 2008

1 =
6k2(

1
2 − k1

)
(1− a) + 6k2

��6k2 =
(

1
2
− k1

)
(1− a) +��6k2

0 =
(

1
2
− k1

)
(1− a) a = 1

b) .

stationärer Zustand: (xs, ξs)
(rk) = (rs), k1 6= 0, k2 6= 0

xs = −1
2
xs + uk ⇒ xs =

2
3
uk

ξs = aξs + 2ek ⇒ 0 = ek = (rs − 3xs)

⇒ xs =
rs

3
us = k1xs + k2ξs

xs =
2
3

(k1xs + k2ξs)

⇒ ξs =
xs(1− 2

3k1)
k2

=
rs(1− 2

3k1)
3k2

18



Aufgabe 4 . 2 KLAUSUR VOM 4. APRIL 2008

c) .

xk+1 = −1
2
xk + uk

uk = k1xk + k2ξk

⇒ xk+1 =
(

k1 −
1
2

)
xk + k2ξk

ξk+1 = aξk + 2ek = aξk + 2rk − 2yk = a︸︷︷︸
1

ξk − 6xk + 2rk

xk =
[
xk, ξk

]T
xk+1 =

[(
k1 − 1

2

)
k2

−6 1

]
︸ ︷︷ ︸

Φ

xk +
[
0
2

]
︸︷︷︸

Γ

rk

yk =
[
3, 0

]
xk

det(Φ− λ1) =
(

k1 −
1
2
− λ

)
(1− λ) + 6k2 =

= λ2 − (
1
2

+ k1)λ + (k1 −
1
2

+ 6k2)
!= 0

⇒ λ1,2 =
1 + 2k1

4
±

√(
1 + 2k1

4

)2

− k1 − 6k2 +
1
2

!= 0

⇒
����

��(
1 + 2k1

4

)2

=
����

��(
1 + 2k1

4

)2

− k1 − 6k2 +
1
2

⇒ k1 = −6k2 +
1
2

k2

k1

3

3

19



3 KLAUSUR VOM 20. JUNI 2008

d) .

Da ein Dead-Beat-Regler entworfen wurde (Eigenwerte bei 0), braucht das Sys-
tem n gleich 2 Schritte.

e) .

Separationstheorem:
Das Separationsprinzip beantwortet die Frage, wo die Eigenwerte des geschlosse-
nen Kreises liegen, wenn man Zustandsregler und Beobachter getrennt entwirft.
(S. 208 Kapitel 8.4)[

xk+1

ek+1

]
=
[
Φ + ΓkT ΓkT

0 Φ + k̂cT

] [
xk

ek

]
+
[
Γg

0

]
rk

yk =
[
cT 0T

] [xk

ek

]

⇒ det(z1−Φ) = det(z1−
(
Φ + ΓkT + Φ + k̂cT

)
) det(z1−

(
Φ + k̂cT

)
)

q.e.d.

3 Klausur vom 20. Juni 2008

Aufgabe 1 .

ACHTUNG: Fehler in der Ableitung! Wird (ho�entlich) noch korrigiert!

a) .

x =
[
iL, uC

]T
uL =

d
dt

(L(iL)iL) = L(iL)i̇L + iL
d

diL
L(iL) = L(iL)i̇L + 2L1i

2
L

⇒ i̇L =
1

L(iL)
(
uL − 2L1i

2
L

)
iC =

d
dt

(CuC) = Cu̇C

⇒ u̇C =
iC
C

uL = us − i1R i1 = iL − i2 ⇒ uL = us − iLR + i2R

uC + i2R = i1R = iLR− i2R ⇒ i2 =
iLR− uC

2R

⇒ uL = us +
1
2
iLR− 1

2
uC

⇒ i̇L =
1

L(iL)

(
us +

1
2
iLR− 1

2
uC − 2L1i

2
L

)

20



Aufgabe 2 . 3 KLAUSUR VOM 20. JUNI 2008

iC = i2 + i3 =
us − uC

R
+ i2 =

1
2R

(2us − 3uC + iLR)

u̇C =
1

2RC
(2us − 3uC + iLR)

ẋ =
[

i̇L
u̇C

]
= f(x, us) =

[ 1
L(iL)

(
us + 1

2 iLR− 1
2uC − 2L1i

2
L

)
1

2RC (2us − 3uC + iLR)

]
y = g(x, u) =

[
0, 1

]︸ ︷︷ ︸
C

x

b) .

u = uR = 0
0 = ẋ = f(x, us)

⇒ uC =
R

3
iL

iL

(
2L1iL +

2
3
R

)
= 0

iL,R1 = 0 uC,R1 = 0

iL,R2 = − R

3L1
uC,R1 = − R2

9L1

c) .

A =
[ ∂

∂iL
fiL

∂
∂uC

fiL

∂
∂iL

fuC

∂
∂uC

fuC

]∣∣∣∣
u=uR, x=xR

=

=
[ 2L1iL

L2(iL)

(
us + 1

2 iLR− 1
2uC − 2L1i

2
L

)
− 1

L(iL)

(
4L1iL + R

2

)
− 1

2L(iL)
1

2C − 3
2RC

]∣∣∣∣
u=uR, x=xR

B =
[ 1

L(iL)
1

RC

]∣∣∣∣
u=uR, x=xR

Aufgabe 2 .

G(s) =
1

s (0.5s + 1)
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Aufgabe 2 . 3 KLAUSUR VOM 20. JUNI 2008

a) .

|G(Iω)|
dB

= −20dB log(|Iω|)− 20dB log(
∣∣∣∣12Iω + 1

∣∣∣∣) =

= −20dB log ω − 20dB log(

√(ω

2

)2

+ 1 ) =

=


−20dB log(ω) : ω � 2
−20dB log(ω)− 3.0103dB : ω = 2
−40dB log(ω) : ω � 2

arg(G(Iω)) = − arg(Iω)− arg(I
1
2
ω + 1) =

=


−90◦ : ω � 2
−135◦ : ω = 2
−180◦ : ω � 2

b) .

tr = 1.5 ⇒ ωC = 1
rad

s
= 30% ⇒ Φ = 40◦

e∞ = lim
t→∞

e(t)|r(t)=σ(t) = 0

Da integrierendes Verhalten in der Strecke, e∞ = 0 bereits erfüllt

L(Iω) ... O�ene Regelkreis R(Iω) ... Geschlossene Regelkreis

|L(IωC)|
dB

= 0 = −20dB log(
√

5
2

) + 20dB log(|R(I)|)

⇒ |R(IωC)| =
√

5
2

= ∆a

arg(L(IωC)) = −140◦ = −90◦ − 25◦ + arg(R(I)) = −115◦ + arg(R(I))
⇒ arg(R(I)) = −25◦ = ∆ϕ

Lag-Entwurf:

RLag(s) =
1 + sT

1 + sηT
, η > 1

T =

√
5
2

√
1 + tan2(−25◦) − 1
ωC tan(−25◦)

=

√
25
16 − 1

−0.5
= −1

2

η =
ωcT − tan(−25◦)

ωCT (1 + ωCT tan(−25◦))
= 0

22



Aufgabe 3 . 3 KLAUSUR VOM 20. JUNI 2008

⇒ R(s) = 1− 1
2
s

Um R(s) zu realisieren muss man noch einen Realisierungsterm R′(s) = 1
s+TR

hinzunehmen, der schnell abklingt (und somit den Regler nicht wesentlich be-
ein�usst).

c) .

d(t) = 0.5 sin(4t) + 0.1σ(t), r(t) = 0

Td,y =
G(s)

1 + R(s)G(s)
=

1
1
2s2 − 1

2s + 1

|Td,y(Iω)| = 1√(
1− ω2

2

)2
+ ω2

4

arg(Td,y(Iω)) = − arctan(−
ω
2

1− 1
2ω2

)

y(t) =
|Td,y(I4)|

2
sin(4t + arg(Td,y(I4))) + 0.1σ(t)

absTd,y(I4) =
1√
53

arg(Td,y(I4)) = π − arctan(
2
7
)

Aufgabe 3 .

a) .

1. Beobachtbarkeitsmatrix:

O =


cT

cTΦ
...

cTΦn−1


rang(O) = n

2. PBH-Rang-Test

rang
[

cT

s1−A

]
= n

3. PBH-Eigenvektortest

Avi = λivi

cT vi 6= 0
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Aufgabe 3 . 3 KLAUSUR VOM 20. JUNI 2008

b) .

z = Tx⇒ x = T−1z

ẋ = Ax + Bu y = Cx + Du

⇒ ż = TAT−1x + TBu ŷ = CT−1x + Du

Avi = λivi ⇒ TAT−1vi = λivi ⇒ AT−1vi = λi T−1vi︸ ︷︷ ︸
ui

cT vi 6= 0 ⇒ cT T−1vi︸ ︷︷ ︸
ui

6= 0

q.e.d.

c) .

det(A− λ1) = (2− λ)(4− λ)− 3 = λ2 − 6λ + 5 6= 0

λ1,2 = 3±
√

9− 5 = 3± 2
λ1 = 1 λ2 = 5

wT
1 A = λ1wT

1 = wT
1[

w1, w2

] [2 3
1 4

]
=
[
w1, w2

]
=
[
2w1 + w2, 3w1 + 4w2

]
2w1 + w2 = w1 ⇒ w2 = −w1

3w1 + 4w2 = w2 ⇒ w2 = −w1

w1 =
[

α
−α

]
wT

1 b =
[
α, −α

] [1
1

]
= 0

⇒ System ist nicht vollständig erreichbar!

d) .

(
wT

i A
)T

=
(
λiwT

i

)T
= AT wi = λiwi q.e.d.
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Aufgabe 3 . 3 KLAUSUR VOM 20. JUNI 2008

e) .

yk+3 + 3 sin(yk+2) + 5
√

uk =
π

10
exp yk+1

Substituieren:

yk = wk

yk+1 = vk

yk+2 = zk

wk+1 = yk+1 = vk

vk+1 = yk+2 = zk

zk+1 = yk+3 =
π

10
exp yk+1 − 3 sin(yk+2)− 5

√
uk

zk =

wk

vk

zk


zk+1 =

 vk

zk
π
10 exp yk+1 − 3 sin(yk+2)− 5

√
uk


f) .

Nyquist-Kriterium:
(A) Erfüllt, da der Punkt für ω = 0 im positiven liegt.
(B) Erfüllen L1(Iω), L1(Iω), da sie für ω →∞ gegen 0 gehen.
(C) Erfüllen ebenfalls beide (siehe Angabe). (D) Erfüllen ebenfalls beide.
(E) Erfüllen ebenfalls beide.
L1(Iω) hat beim schneiden der 0-dB-Linie bzw. des Einheitskreises einen Pha-
senwinkel von ungefähr arg(L1(Iωc)) ≈ −225◦. Daher ist die Phasenreserve
Φ = arg(L1(Iωc)) + π ≈ −45◦ kleiner als 0 und der geschlossene Regelkreis
nicht BIBO-Stabil.
L2(Iω) hat beim schneiden der 0-dB-Linie bzw. des Einheitskreises einen Pha-
senwinkel von ungefähr arg(L1(Iωc)) ≈ −90◦. Daher ist die Phasenreserve
Φ = arg(L1(Iωc))+π ≈ 90◦ gröÿer als 0 und der geschlossene Regelkreis BIBO-
Stabil.
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Aufgabe 4 .

xk+1 =

 1
2 0 0
5 −2 1
−8 1 0


︸ ︷︷ ︸

Φ

xk +

0
1
0


︸︷︷︸

Γ

uk

yk =
[
0 0 1

]︸ ︷︷ ︸
C

xk

xk ∈ R3 ⇒ n = 3

a) .

R(Φ,Γ) =

0 0 0
1 −2 −1
0 1 −2


⇒ nicht regulär, da 0-Zeile ⇒ nicht vollständig erreichbar

4 Klausur vom 10. Oktober 2008

Aufgabe 1 .

a) .

Eingang: uL

iLRL +
d
dt

(L(z)iL) = iLRL + i̇LL(z) + iL
d
dz

L(z) = iLRL + i̇LL(z) + iLN2 µ0A

z2
= uL

⇒ i̇L =
uL − iL(RL + N2 µ0A

z2 )
L(z)

FG − FA = mB z̈ = mBg − 1
2
µ0A

Ni2L
z

ż = v

v̇ = g − µ0ANi2L
2zmB

x =

iL
v
z



ẋ =

i̇L
v̇
ż

 =


uL−iL(RL+N2 µ0A

z2 )

L(z)

g − µ0ANi2L
2zmB

v


b) .

TODO . . .
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Aufgabe 2 .

a) .

xk+1 = Φxk + Γuk, x̂(0) = x̂0

yk = cT xk

trivial:

x̂k+1 = Φx̂k + Γuk, x̂(0) = x̂0

ŷk = cT x̂k + duk

ek+1 = Φek, e(0) = e0 = x̂0 − x0

Wenn das System stabil ist.

vollständig:

x̂k+1 = Φx̂k + Γuk + k̂(ŷk − yk), x̂(0) = x̂0

ŷk = cT x̂k + duk

ek+1 = (Φ + k̂cT )ek, e(0) = e0 = x̂0 − x0

Wenn das System vollständig beobachtbar ist.

b) .

O(C,Φ) =

1 1 0
1 2 3
4 4 4


0

0
1

 = Ov̂1 =

 v1 + v2

v1 + 2v2 + 3v3

4(v1 + v2 + v3)


v1 = −v2, v1 = 3v3,

1
4

= (((((3v3 − 3v3 + v3

⇒ v̂1 =

 3
4
− 3

4
1
4


p̂g,soll(z) = z3 (Dead-Beat-Regler)

k̂ = −Φ3v̂1 =

− 21
4

9
4
− 11

4


Φe =

(
Φ + k̂C

)
=

− 17
4 − 21

4 2
9
4

17
4 1

− 7
4 − 11

4 0


ek+1 = Φeek, 0 = e0 = x̂0 − x0
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c) .

Das Dualitätsprinzip besagt, dass eine skalare Übertragungsfunktion G(s) bzw.
G(z) unverändert bleibt, wenn man sie transponiert. Das primale und duale
System besitzen also die gleiche Übertragungsfunktion.
Primale System:

ẋp = Axp + bu

yp = cT xp + du

Duale System:

ẋd = AT xd + cu

yp = bT xp + du

d) .

xk+1 = Φxk + Γuk

yk = Cxk

Erweitertes System:

wk+1 = αwk

zk =
[
xk

wk

]
zk+1 =

[
A 0
0 α

]
zk +

[
Γ
0

]
uk

yk =
[
C 0

]
zk

Aufgabe 3 .

a) .

(a)

1
s
G(s) =

1
s2

⇔ t

die passende Sprungantwort ist also (2).

(c)
Schwach-Dämpfung, wie man an der groÿen Überhöhung beim Knick erkennen
kann. Die passene Sprungantwort ist also (1).

(b)
Wegen der Verstärkung V = 1 ist die passende Sprungantwort (4).

(d)
Wegen der Verstärkung V = 10 ist die passende Sprungantwort (3).
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b) .

Man kann zwei Knicke erkennen (bzw. Wendepunkte im Phasendiagramm): bei
10 rad/s, bei 100 rad/s.

−20dB/Dekade bis 10 rad/s
−60dB/Dekade bis 100 rad/s
−40dB/Dekade danach.
Überschwinger bei ω = 10rad/s ist ungefähr 12dB

G(s) = V G1(s)G2(s)G3(s)

G1(s) =
1
s

⇒ arg(G1(Iω)) = −90◦, |G1(Iω)|
dB

= −20dB log(ω)

G2(s) =
1

s2

102 + 2ξ s
10 + 1

|G2(Iω)|
dB

= −20dB log(

√(
1−

( ω

10

)2
)2

+
(
2ξ

ω

10

)2

)

|G2(Iω)|
dB

= 0dB, für: ω � 10

|G2(Iω)|
dB

= 12dB ≈ 4 · 20dB log
√

2 = −40dB log(
√

2ξk )

G3(s) =
s

100
+ 1

V = 10 für die Verschiebung.

c) .

ω → 0 |G(Iω)|
dB
→ 0

⇒ |G(Iω)| → 1
⇒ (c) fällt raus

ω →∞ |G(Iω)|
dB
→ −∞

⇒ |G(Iω)| → 0
ωC = 1 Knick

arg(G(Iω)) = −90◦

⇒ arg muss beim Schnitt mit dem Einheitskreis −90◦ betragen
⇒ (b) fällt raus.

Alternativ verläuft nur (a) von 0◦ nach −180◦.
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Aufgabe 4 . 4 KLAUSUR VOM 10. OKTOBER 2008

Aufgabe 4 .

a) .

für zeitkont. (S. 74): g(t) =
d

dt
h(t)

⇒ (gk) = (∆hk)

(hk) = (0; 0, 3; 0, 8; 0, 95; 1; 1; . . .)
⇒ (gk) = (0; 0, 3; 0, 5; 0, 15; 0, 05; 0; 0; . . .)

Polstellen im Einheitskreis ⇒ BIBO-Stabil

b) .

z0 = −1
⇒ zG(z) = z + 1

zp = 0, 2± I0, 2

⇒ zp = −p

2︸︷︷︸
0,2

±
√

0, 04− q︸ ︷︷ ︸
√
−0,04

⇒ nG(z) = z2 − 0, 4z + 0, 08

G(z) = V
z + 1

z2 − 0, 4z + 0, 08

lim
k→∞

(hk) = 1

⇒ lim
z→1

���z − 1
z

���z − 1
V

z + 1
z2 − 0, 4z + 0, 08

= V
2

1− 0, 4 + 0, 08
= 1

⇒ V =
0, 68

2
= 0, 34

g(z) = 0, 34
z + 1

z2 − 0, 4z + 0, 08
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c) .

Ta = 2

(uk) = u(k2) = (5 sin(
π

2
k) +

1
2
σ(k2))

ω0Ta =
π

2∣∣G(eI π
2 )
∣∣ = ∣∣∣∣0, 34

I + 1
−1− I0, 4 + 0, 08

∣∣∣∣ = . . .

arg(G(eI π
2 )) = 135◦

ω0Ta = 0

|G(1)| = 0, 68
1, 6

arg G(1) = 0

(yk) =
(

5
∣∣G(eI π

2 )
∣∣ sin(

π

2
k + 135◦) +

0, 34
1, 6

)
d) .

G(s) =
4

s + 1

R(z) =
z

z − 1 + k

z − 1
z

Z
{

G(s)
s

}
=

z − 1
z
Z

{
L−1

{
4

s(s2 + 1)

}∣∣∣∣
t=kTa

}
4

s(s2 + 1)
=

A

s + 1
+

B

s

⇒ 4 = s (A + B)︸ ︷︷ ︸
0

+ B︸︷︷︸
4

⇒ A = −4
4
s
− 4

s + 1
⇔ 4

z

z − 1
− 4

z

z − exp(− ln(2))
= 4

z

z − 1
− 4

z

z − 1
2

G(s) ⇔G(z) = 4− 4
z − 1
z − 1

2

R(z)G(z) =
4z(z − 1

2 )− 4z(z − 1)
(z − 1

2 )(z − 1 + k)

Tr,y =
R(z)G(z)

1 + R(z)G(z)
=

4z(z − 1
2 )− 4z(z − 1)

z2 + (k − 11
2 )z + ( 1

2 −
1
2k)
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Jury-Verfahren

z2 a2,2 = 1 a2,1 = k − 11
2 a2,0 = 1

2 −
1
2k

a2,0 = 1
2 −

1
2k a2,1 = k − 11

2 a2,2 = 1
λn = 1

2 −
1
2k

z1 1−
(

1
2 −

1
2k
)2 (

k − 11
2

) (
1− 1

2 + 1
2k
)

0(
k − 11

2

) (
1− 1

2 + 1
2k
)

1−
(

1
2 −

1
2k
)2 0

λn = (k− 11
2 )(1− 1

2+ 1
2 k)

1−( 1
2−

1
2 k)2

z0

“
1−( 1

2−
1
2 k)2

”2
−(k− 11

2 )(1− 1
2+ 1

2 k)
1−( 1

2−
1
2 k)2

a1,2 > 0

1−
(

1
2
− 1

2
k

)2

> 0

⇒ − 1
4
k2 +

1
2
k +

3
4

> 0

⇒ k2 − 2k − 3 < 0

⇒ k1,2 = 1±
√

4
⇒ − 1 < k < 1

a0,2 > 0(
1−

(
1
2
− 1

2
k

)2
)2

−
(

k − 11
2

)(
1− 1

2
+

1
2
k

)
> 0

⇒ − 3
4
k2 +

9
4
k +

14
4

> 0

⇒ k2 − 3k − 14
3

< 0

⇒ k1,2 =
3
2
±
√

41
3

3
2

+

√
41
3

> 1

3
2
−
√

41
3

< −1

⇒ − 1 < k < 1

e) .

λ′j = exp(λjTa)
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5 KLAUSUR VOM 12. DEZEMBER 2008

5 Klausur vom 12. Dezember 2008

Aufgabe 1 .

a) .

ṡ = v

mv̇ = F − dv − cs

Aḣ = qin − q1

⇒ ḣ =
1
A

(
qin − bs

√
2gh

)
x =

[
s, v, h

]T
y = qout(t) = q1(t− T ))bs(t− T )

√
2gh(t− T )

Totzeit: T =
l

dB

2 ωB

b) .

Ruhelage: qin,R, FR

0 = vR

0 = FR − dvR − csR

0 = qin,R − bsR

√
2ghR

sR =
FR

c

hR =
1
2g

(
cqin,R

bFR

)2

A =
∂

∂f
x
∣∣∣∣
x=xR, u=uR

=

 0 1 0
− c

m − d
m 0

−b
√

2ghR

A 0 − bsRg
A
√

2ghR


B =

∂

∂f
u
∣∣∣∣
x=xR, u=uR

=

 0 0
0 1

m
1
A 0


cT =

∂

∂g
x
∣∣∣∣
x=xR, u=uR

=
[
b
√

2ghr , 0, bsR
g

2ghR

]
c) .

G(s) = exp(−sT )
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Aufgabe 2 .

G(s) =
1

s2

100 + s
10

=
10

s
(

s
10 + 1

)

a) .

b) .

i)

ωC =
1.5
tr

= 10
rad

s

Φ = 70− = 45◦

e∞ = 0 ⇒ Integralanteil

ii)

arg(G(Iωc)) = 0− (arctan(−1) + π) = −135◦

⇒ Keine Phasenanhebung nötig!

|G(Iωc)| =
1√
2

Regler: R(s) = V

V |G(Iωc)|
!= 1 ⇒ V =

√
2

c) .

d(t) =
1
4
σ(t) +

1
2

sin(5t)

Td,y =
G(s)

1 + R(s)G(s)
=

1
s2

100 + s
10 +

√
2

y(t) = lim
s→0

sTd,y
1
s

1
4︸ ︷︷ ︸

1
4
√

2

+
1
2
|Td,y(I5)| sin(5t + arg(Td,y(I5)))

d) .

R(s) =
s− 1

s
, G(s) =

s + 3
s2 + s− 2

=
s + 3

(s− 1)(s + 2)
i)

Ist Tr,y BIBO-Stabil?

Tr,y =
R(s)G(s)

1 + R(s)G(s)
=

s + 3
s2 + 3s + 3

s2 + 3s + 3 ist ein Hurwitzpolynom, da 2. Ordnung und alle Koe�s gröÿer als 0
⇒ Tr,y ist BIBO-Stabil!
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ii)

geschlossener Regelkreis intern stabil?

R(s)G(s) =
���s− 1

s

s + 3
(s + 2)����(s− 1)

⇒ Nicht intern stabil!

Aufgabe 3 .

a) .

Linearitär (S.19, De�nition 2.1.):

h(ax1 + bx2,0, t) = ah(x1,0, t) + bh(x2,0, t)
h(0, au1 + bu2, t) = ah(0,u1, t) + bh(0,u2, t)

h(x,u, t) = h(x,0, t) + h(0,u, t)

Zeitinvarianz (S. 21, De�nition 2.2.):
y(t) für Anfangswert x(t0) und Eingang u(τ), t0 ≤ τ ≤ t
⇒ y(t−T ) für Anfangswert x(t0 +T ) und Eingang u(τ −T ), t0 +T ≤ τ ≤ t+T

b) .

Σ1 nicht linear und zeitvariant.
Σ2 linear und zeitvariant.

c) .

det

∣∣∣∣∣∣
λ 0 −3
0 λ− α + 2 0
−α 0 λ + α + 3

∣∣∣∣∣∣ = s3 + 5s2 + (6 + 2α− α2)s− 2α(α− 2)

Routh-Hurwitz:

λ3 1 6 + 2α− α2 0
λ2 5 6α− 3α2 0
λ1 6 + 4

5α− 2
5α2 0

λ0 6α− 3α2
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a31 > 0:
0 < α < 2

a21 > 0:

α2 − 2α− 15 < 0
⇒ −3 < α < 5

⇒ Asymp. Stabil für: 0 < α < 2
⇒ BIBO-Stabil.

Aufgabe 4 .

xk+1 =
[
2 1
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

Φ

xk +
[
1
2

]
︸︷︷︸

Γ

uk

yk =
[
1, 0

]︸ ︷︷ ︸
cT

xk

a) .

PBH-Eigenvektortest:

λ1 = 1, λ2 = 2
Eigenvektoren:[

w1, w2

] [1 1
0 0

]
!=
[
0, 0

]
w1 = 0, w2 = α

w1 =
[
0
α

]
w2 =

[
1
1

]

PBH-Test:

wT
1 Γ = 2α 6= 0

wT
2 Γ = 3 6= 0
⇒ vollständig erreichbar!
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Aufgabe 4 . 5 KLAUSUR VOM 12. DEZEMBER 2008

b) .

uk = kT xk + lrk

Pole: λ =
[
1
2 , 2

3

]
für rk = (1k): lim

k→∞
yk = rk = 1

R(Φ,Γ) =
[
1 4
2 2

]

psoll(z) = (z − 1
2
)(z − 2

3
= z2 −7

6︸︷︷︸
p1

+
1
3︸︷︷︸
p0

vT
1 =

[
0, 1

]
R−1 =

[
1
3 , − 1

6

]
kT = −1

3
[
1
3 , − 1

6

]
+

7
6
[
1
3 , − 1

6

] [2 1
0 1

]
−
[
1
3 , − 1

6

] [4 3
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

Φ2

=

=
[
− 2

3 , − 7
12

]
l =

1
cT (1−Φ− ΓkT )−1Γ

=
1
12

c) .

G(z) = cT (z1−Φ)−1Φ =
z + 1

(z − 2)(z − 1)

d) .

xk+2 + 2xk+1 + xk = −uk

yk = xk+1 + 3xk

Substitution:

vk = xk

wk = xk+1

vk+1 = wk

wk+1 = −uk − 2wk − vk

yk = wk + 3vk
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6 Klausur vom 6. Februar 2009

Aufgabe 1 .

Aufgabe 2 .

a) .

BIBO-Stabilität: Alle Polstellen zp von G(z) im Einheitskreis liegen (|zp| < 1).
Alle Polstellen qp von G#(q) in der linken o�enen q-Halbebene liegen (Re(qp) <
0).

Sprungfähigkeit:

lim
z→∞

G(z) 6= 0

lim
q→Ω0

G#(q) 6= 0 Ω0 =
2
Ta

b) .

Φ muss eine nilpotente Matrix sein. Beispiel:

Φ =

0 2 0
0 0 2
0 0 0


Aufgabe 3 .

a) .

y1 = (r1 − y1)R1(s)G1(s)
y1(1 + R1(s)G1(s)) = r1R1(s)G1(s)

Tr1,y1(s) =
R1(s)G1(s)

1 + R1(s)G1(s)

R1(s)G1(s) =
3√
3 s

=
√

3
s

Tr1,y1(s) =

√
3

�s
s+
√

3

�s

=
√

3
s +

√
3

b) .

G3(s) = Tr1,y1(s)G2(s)

G2(s) =
10

1 + s
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Aufgabe 4 .

a) .

(gk) = δk +
(

1
2

)k−2

σ[k − 2]

⇔ G(z) = 1− 2
z − 2z2

b) .

Ja, da
∑∞

k=0 |gk| < 0. Die geometrische Reihe
(

1
2

)k−2
konvergiert. Alternativ:

Die Polstellen zp von G(z) sind zp1 = 0 und zp2 = 1
2 und liegen im Einheitskreis.

c) .

(uk) = 4 cos(k
π

2
+

π

3
)− 1k

eI π
2 = I

eI0 = 1

(yk) = 4 |G(I)| cos(k
π

2
+

π

3
+ arg(G(I)))− |G(1)|

|G(I)| = 1√
5

arg(G(I)) = arctan(2)
|G(1)| = 3
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d) .

xk+3 − xk+2 + 5xk+1 − 7xk = uk

yk = xk+2 − 10xk

Substituieren:

xk =
[
ak, bk, ck

]
ak = xk

bk = xk+1

ck = xk+2

ak+1 = xk+1 = bk

bk+1 = xk+2 = ck

ck+1 = xk+3 = uk + xk+2︸ ︷︷ ︸
ck

−5 xk+1︸ ︷︷ ︸
bk

−7 xk︸︷︷︸
ak

xk+1 =

 0 1 0
0 0 1
−7 −5 1


︸ ︷︷ ︸

A

xk +

0
0
1


︸︷︷︸

b

uk

yk = ck − 10ak

yk =
[
−10 0 1

]︸ ︷︷ ︸
cT

x
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