Nachname: Matrnr: 23.5.2008
M2-ET
(Herfort)
1. Gegeben ist die 5 x 5-Matrix
21 0 0 0
01 00 O
A=11 3 1 0 17
7T 1 2 0 27
5 0 0 0 7

(a)
(b)

(d)

(2) Man bestimme den Rang von A.
Antwort: 4

(4) Man bestimme das charakteristische Polynom von A. (Ignorierbarer Hinweis:
das Polynom darf als Produkt von Polynomen angeschrieben werden).

Antwort: Die Matrix besitzt eine Blockstruktur, ndmlich, entlang der Hauptdi-
agonale folgt zwei 2 x 2-Blécken eine 1 x 1-Matrix. Jede der 2 x 2-Matrizen ist
selbst eine Dreiecksmatrix (hat also auch Blockstruktur mit 1 x 1-Matrizen). De-
mentsprechend ist das charakteristische Polynom das Produkt der charakteristis-
chen Polynome der "‘skalaren"’ Matrizen (2), (1), (1), (0) und (7), also pa(A) =
~A=2)A=12A=0)(A=7) =...= =A%+ 112* — 3303 + 37)\2 — 14

(2) Fiir den kleinsten Eigenwert von A bestimme man eine Basis des zugehdrigen
Figenraumes.

Antwort: Der kleinste Eigenwert ist 0 und als Basis eignet sich {(0,0,0,1,0)"}
(2) Man gebe eine Basis des Kerns von A an.

Antwort: Als Basis eignet sich {(0,0,0,1,0)7}, weil der kleinste Eigenwert Null
ist, und somit sein Kigenraum mit dem Kern von A iibereinstimmen muf

2. Auf dem Intervall I = [0,1] soll fiir Polynome u,v vom Grad < 2 eine Bilinearform
durch

B(u,v) := /01 zu(z)v(x) dx

festgelegt sein. Es sei weiters {1, z, 2%} als Basis des Vektorraums der Polynome vom
Grad < 2 mit reellen Koeffizienten gewihlt.

(a)

(4) Die Bilinearform B kann in der Form

bo
B(u,v) = (ag,a1,a2)A | b
bo

beschrieben werden, wobei u = ag + a1 + asx? und v = by + b1z + bex? die beiden
Polynome sind. Wie lautet die Matrix A?



Antwort: Ganz allgemein ist A;; = B(b;,b;), wobei b; das i-te Basiselement ist.
Somit ist z.B. Agz = B(z,2?) = fol x-x-a?dr =1, etc. Es ist

A=

Y = [0 =

[ =00 0 =
O = s | =

(4) Man beweise oder widerlege, dafs die Matrix A positiv definit ist.
Amwort:1 Ztinéichst ist A symmetrisch. Danach ergeben sich die Hauptminoren

? ?’—é—;>0unddetA—...—
3 .4
norenkriterium ist somit A positiv definit.

1 11 1 .
5 >0, 136050 > 0- Nach dem Hauptmi-

(2) Man beweise oder widerlege, dafs die Bilinearform ein inneres Produkt auf
dem Vektorraum der héchstens quadratischen Polynome mit reellen Koeffizienten
beschreibt.

Antwort: Es liegt ein inneres Produkt vor. Die Punkte im einzelnen:

Zunéchst ist B(u,v) = B(v,u), also symmetrisch. Weil B bilinar ist, ist auch
die geforderte Bilinearitdt des inneren Produkts erfillt. Weiters ist B(u,u) =
3 zu(z)?dz > 0 und aus B(u,u) = 0 ergibt sich fol ru(r)?dr = 0. Weil fiir
eine stetige Funktion f aus fol |f(z)|dx = 0 stets f(z) = 0 auf [0, 1] folgt, muf
ru(r)? = 0 fiir alle 2 € [0,1] gelten. Ist  # 0, so ist somit u(z) = 0 und
aus Stetigkeitsgriinden ist auch «(0) = 0, also ist u das Nullpolynom und somit
B(u,v) positiv definit.

3. Gegeben ist die Funktion f(z,y) = —1%%

(a)

cos(z+2y)

(3) Man skizziere die Menge A := {(z,y) | |z + 2y| < 5} und zeige, dak A im
Definitionsbereich von f liegt.

Antwort: Es entsteht ein "‘Streifen"’, der von Geraden begrenzt wird, die jeweils
duch (2,0) und (0,2) bzw. (—2,0) und (0,—2) laufen. Die Funktion ist dort
wohldefiniert, weil der Nenner nicht verschwinden kann.

(4) Man bestimme die Hessematrix H(f) an der Stelle (0,0).

Antwort: H(f) = ?1) i . Beim Differenzieren darf man sich halt nicht ver-

rechnen. Etwas einfacher ist Reihenentwicklung:

flz,y) = 1,%(;1—‘;3%
= (I+zy)(Q+i@@+29)%+--)
= l+ay+ i@ +4ay+4y%) + -+
= 1+ 1% +6ay+4y*) +---

Hiebei sind Glieder ab dritter Ordnung vernachléssigt worden. Hieraus liest man
aus der aus den quadratischen Gliedern bestehenden quadratischen Form (unter
Weglassung des Vorfaktors %) die Hessematrix ab



()

(3) Man beweise bzw. widerlege, daft f an der Stelle (0,0) ein lokales Maximum
besitzt.

Antwort: Es ist zwar f;(0,0) = 0 = f,(0,0), jedoch hat die Hessematrix die
Hauptminoren 1 > 0 und det H(f) =4—3 = —1 < 0, also liegt ein Sattelpunkt auf
dem Graphen bei (0,0) vor, sodafs es sich um kein Extremum handelt

4. Im IR? sei K die beschrinkte Menge des ersten Quadranten, die durch die Kurven mit
den Gleichungen z? + 3y? = 1, 2 = 0 und y = z begrenzt wird.

(a)

(4) Eine Skizze der Schnittfigur K moge angefertigt werden.

Antwort: Im ersten Quadranten wird von einer elliptischen Scheibe (Halbachsen
der Liangen 1 in z-Richtung und % in y-Richtung) durch y = = der rechte untere
Teil weggeschnitten

(4) Es soll J := [ f(z,y)d(z,y) als iteriertes Integral der Form
? ?
J= [ dx [ f.y)dy
? ?
ausgedriickt werden.

/T(1
Antwort: Es ergibt sich J = f02 dz [ 3t f x,y)dy
(2) Jemand fiithrt durch = rcos ¢, y = f sin ¢ neue Koordinaten ein, sodaf das
Integral in ein Bereichsintegral der Form

7= [ or.0)dr.0)

iberfithrt wird. Man bestimme g¢(r, ¢) und die Begrenzungen von L.

cos(¢p) —rsin(o) o )

r sin ¢ \}gcosqﬁ = 75" Die Be-
grenzungen gehen der Relhe nach in jene von L iber, namlich r =0, r=1, ¢ =
und ¢ = arctan(y/3) = T. Somit bekommt man

Antwort: Die Funktionaldeterminante ist

1 ro.
J = \f 011 ggf(rcosqb,ﬁsnnqﬁ)'rd(r,@

als Ergebnis. Mithin ist g(r, ¢) = %rf(r cos gb, = sin ®)



Nachname: Matrnr: 15.5.2008
M2-ET
(Herfort)
1. Gegeben ist die 3 x 3-Matrix
2 11
A=1]1 2 1
1 -1 0
(a) (2) Man bestimme den Rang von A.
Antwort: 2
(b) (4) Man bestimme eine Basis des Kerns von A.
1
Antwort: Eine mogliche Basis: B={| 1 [}
-3

(2) Man bestimme eine Basis des Bildes von A.
Antwort: Z.B. die beiden ersten Spalten von A
(1) Man gebe eine moglichst kleine Anzahl linearer Gleichungen der Form ap+bg+

p
cr = 0 an, denen ein Vektor | ¢ | geniigen muk, damit das Gleichungssystem
r
Z p
Al y | =| q | loshar ist.
z r

Antwort: Man bestimmt den Kern von AT und transponiert die Elemente einer
Basis (beniitzt sie als Zeile(n)). Als Losbarkeitsbedingung ergibt sich solcherart
—p+q+r=0

2. Im IR* sind die Vektoren @, 5, C als Spalten der Matrix

1 1 1
0 -1 1
0 1 -1
1 -1 0

gegeben.

(a)

(4) Man ermittle eine Orthogonalbasis des Teilraumes U = £(a, b, €).
Antwort: Man erkennt sofort, dat @ L b gilt. Somit geniigt es, die iibliche Formel

7 (A = Cae  @hHp i .
c Pﬁ(a,b)(é') = C— Fpd HEHQb zu verwenden, um den dritten Vektor der Or

1

thogonalbasis von U, ndmlich % _11 zu finden.

—1



(b)

()

(3) Man bestimme die Orthogonalprojektion von ¢ in den von @ und b erzeugten
linearen Teilraum.

Antwort: Es ist dies geradewegs jener Vektor, den man von ¢'in (a) abgezogen hat,

1
imlich Gag o @y _ 1| 1
namlich ez @ + H5H2b =1 _4
3
(3) Man ermittle eine Orthonormalbasis des Teilraumes W := L£(@, €).
1
Antwort: Es ergibt sich ¢ — ﬁij@(i =C— %6 = % _22 als in W liegender auf @
—1
orthogonaler Vektor. Nach Normieren ergibt sich als Orthonormalbasis von W
1 1
1 0 1 2
V2l 0 |"vio| —2
1 —1

3. Gegeben ist die Funktion f(z,y) = Lizy

(a)

(b)

cos(x+2y)

(3) Man gebe den Definitionsbereich von f an.

Antwort: Die Funktion ist fiir alle x,y € IR definiert, fiir die x + 2y # § + kr fiir
alle k € Z ist.

(4) Man berechne die partiellen Ableitungen f;(0,0) und f,(0,0).

Antwort: f;(0,0) =0 = f,(0,0)

(3) Man bestimme f3,(0,0) (ignorierbarer Hinweis: Taylorreihe!)

Antwort: Esist f(z,y) = I_%éi—‘;gm = (1+a2y)(1+1(z+y)*+- - -) (geometrische
Reihe verwendet), also ist der Koeffizient von zy gleich 3 (Ausmultiplizieren!). In
der Taylorreihe ist der entsprechende Koeffizient durch %2 fry(0,0) gegeben, woraus

f2y(0,0) =3

folgt

4. Im IR? sei K die beschriinkte Schnittfigur, welche von einem Teil einer Kugeloberfliiche
(Radius = 1) und einem Drehparaboloid mit der Gleichung z = 22 + 32 begrenzt wird.

(a)
(b)

(4) Eine Skizze der Schnittfigur K moge angefertigt werden.
(6) Es soll J := [, f(z,y,2)d(x,y, z) als iteriertes Integral der Form

JZ/A d(%y)/??f(%yw)dz

ausgedriickt werden.



Antwort: Als Skizze erhilt man ein einer Urne adhnlich sehendes Gebilde.

Um A zu finden, gentigt es, die beiden Flichen zu schneiden und in die (z,y)-
Ebene zu projizieren. Man findet fiir A eine Kreisscheibe mit Radius 71%‘/5
und Mittelpunkt der Ursprung. Demnach ergibt sich A = {(z,y) | 22 + ¢? <

2(—=1++/5)} und als Ergebnis das umgeformte Integral -

J = dw,y/
224y2 <5 (~1+V/5) ( )r2+y2

fz,y,2)dz.



Nachname: Matrnr: 11.4.2008
M2-ET
(Herfort)

1. Gegeben sind die Matrizen

1 -2 1 3
11 7 11
A=10 0 3 2]
0 0 1 1

und

oo 3 O Ot

(a) (4) Welche Produkte XY mit X,Y € {A, B, C} konnen gebildet werden und welche
Dimensionierung hat das jeweilige Produkt?

Antwort: AC (4x 1), BA (1x4), AA (4x4), BC (1x1),CB (4x4)

(b) (6) Welche Produkte XY Z mit X,Y,Z € {A, B,C} kénnen gebildet werden?

Antwort: ACB (4 x 4), BAA (1 x4), BAC (1 x1), AAA (4x4), AAC (4 x 1),
BCB (1 x4),CBA (4x4),CBC (4x1)

2. Im IR? habe eine lineare Transformation f : IR> — IR? beziiglich der Basis

(1) (3)
AB::<_51 i’)

(a) (4) Man gebe die Matrix A der Darstellung von f beziiglich der kanonischen Basis

des IR?, nimlich
1 0

eine Matrixdarstellung

o i 4(3) = () 0+ (3)o= (11) (1)
()= () (3= (23 () mmals 1)-(22) (5

—-17 13

folgt. Hieraus ergibt elementare Matrizenrechung A = | 91 17



(b) (3) Man bestimme alle Eigenwerte von f.
Antwort: Man darf die Matrix Ap heranziehen. Es ergibt sich als charakteristisches
Polynom p(A) = A? — 16. Danach sind die Eigenwerte {4, —4}

(¢) (2) Zum grokeren der Eigenwerte gebe man eine Basis des Eigenraums an. Welche
Koordinaten haben die Basisvektoren des Eigenraumes beziiglich der kanonischen
Basis?

Antwort: Der grofere der Eigenwerte ist 4. Nun ist es klug, die Matrix A zu

1
verwenden, damit man sich das Umrechnen erspart: Man findet ¥ = ( 2? ) als

moglichen Basisvektor des gefragten Figenraumes
3. Gegeben ist die Funktion f(z,y) = ln(:cyex2+92)_

(a) (3) Man skizziere den Definitionsbereich von f in IR2

(b) (4) Man bestimme f;(1,1) und f,(1,1).
Antwort: Es ist f(z,y) = Inz + Iny + 22 + y? im ersten Quadranten. Somit ist
fr =14 22 und somit f,(1,1) = f,(1,1) = 3 aus Symmetriegriinden

(¢) (3) Man bestimme f,(1,1).
Antwort: Die Umformung von f beachtend, ergibt sich f,, = —# + 2, somit
fea(1,1) =1

4. Im ersten Quadranten des IR? sei B jener ebene und beschrinkte Bereich, der durch die
Kurven mit den Gleichungen 22 +¢y> = 3, 22 +y?> = 1, y = x und y = v/3z begrenzt
begrenzt wird.

(a) (3) Man skizziere den Bereich.

(b) (4) Man gebe [ f(x,y)d(x,y) als iteriertes Integral an, indem man Polarkoordi-
naten einfiihrt.

Antwort: Es ist [5 f(z,y)d(z,y) = fzg do fl\/g f(rcoso,rsing)rdr.
(c) (3) Fir f(z,y) := zy bestimme man den Wert [5 f(z,y) d(z,y).
Antwort: Man findet [ f(z,y) d(z,y) = Edqb j'l\/gTQ cos ¢ sin g dr = 1l2(\/§_ %)
4



Nachname: Matrnr: 13.3.2008
M2-ET
(Herfort)
1. Gegeben ist Matrix

1 -2 1 3

11 7 11

0o 0 3 -2

0o 0 1 1

(a)

(b)

()

(4) Man bestimme das charakteristische Polynom von A

Antwort: Die Blockstruktur der 2 x 2-Blocke ergibt (A2 — 2\ + 3)(\2 — 4\ + 5) =
At — 63 + 1602 — 22X + 15

(3) Man bestimme alle Eigenwerte von A

Antwort: Man muf nur quadratische Gleichungen 16sen: Es ergeben sich 1 £ iv/2
und 2 £14

(3) Fiir welche b € C* ist die Gleichung AZ = b eindeutig l5sbar? Begriinden Sie
Thre Antwort.

Antwort: Fiir alle, da A regular ist.

2. Die Punkte P(z,y), welche die Gleichung 22 + 2xy + 2y% + 42 + 6y = 1 erfiillen,
beschreiben eine ebene Kurve (Quadrik):

(a)

(1) Falls die Quadrik in der Form 0 = 7 A% + 2a’ # + a angeschrieben wird, so
gebe man A, @ und « an.

. 11 - 2
Antwort: Es ist A = (1 9 >,b—<3>unda——1.

(3) Falls die Quadrik einen Mittelpunkt &y hat, gebe man dessen Koordinaten an.
Antwort: Der Mittelpunkt 7y mufs die Gleichung A%y +ad = 0 erfiillen. Man findet

S

(4) Man ermittle die Eigenwerte von A und zugehorige Eigenvektoren.

Antwort: Man findet A\; = (34+/5), A2 = 3(3—/5) Als zughorige Eigenvektoren
kénnen die Spalten der Matrix

g 1 2 1+5
10+2V5\ 1+V5 =2

herangezogen werden, wobei der Vorfaktor dazu dient, die Matrix orthogonal zu
machen (wird erst im néchsten Schritt gebraucht).



(d) (2) Liegt eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel vor? Begriinden Sie Thre Antwort.
A1 0
0 A
da beide Eigenwerte positiv sind, liegt eine (moglicherweise zu einem Punkt oder
der leeren Menge degenerierte) Ellipse vor.

Antwort: Koordinatentransformation mittels S ergibt ST AS = und

3. Gegeben ist die Funktion f(x,y) = 2 +%? und die Nebenbedingung g(z,y) = zy—1 =0

(a) (6) Man bestimme alle mittels Langrangemultiplikatorenmethode auffindbaren Kan-
didaten fiir ein Maximum von f unter der angegebenen Nebenbedingung.

Antwort: Man setzt ®(z,y,\) = 22 + 32 + Moy — 1) und findet aus 2z + \y =
2y + Az = zy — 1 = 0 sehr leicht x =y = +1.
(b) (4) Man gebe eine geometrische Deutung der Aufgabe.

Antwort: Das Abstandsquadrat eines Punktes auf der Hyperbel y = % zum Ur-
sprung ist zu minimieren.

4. Durch die Gleichung F(z,y,z) = zyz +Inz — 1 = 0 laft sich eine differenzierbare
Funktion h(x,y) mit A(1,1) = 1 und F(x,y,h(z,y)) = 0 fiir alle (x,y) nahe genug an
(1,1) festlegen.

(a) (3) Begriinden Sie die Richtigkeit der Aussage. (urspriinglich fehlte in der Angabe
‘—1", deshalb wurden 3 Punkte bei jedem automatisch angerechnet.)

Antwort: Weil F(1,1,1) = 0 und F,(1,1,1) = 1 # 0 ist, kann der Hauptsatz fiir
implizite Funktionen herangezogen werden.
(b) (4) Es soll hg(1,1) und hy(1,1) ermittelt werden.
Antwort: hg(1,1) = —1.
(c) (3) Man bestimme den Wert von hgy(1,1).
Antwort: Man findet hgy(1,1) = .



Nachname: Matrnr: 28.2.2008
M2-ET
(Herfort)

1. Gegeben ist das lineare Differentialgleichungssystem
T = —3dx—4y+t
y = 2z+4+3y+1

Dieses System lafst sich unter Bentitzung von Matrizen und Vektoren in der Form z =
AZ + b(t) anschreiben.

(a) (2) Wie lauten A und b?

. -3 —4 - t
Antwort: Esist A = < 9 3 ) und b(t) = ( 1 )

(b) (1) Man bestimme das charakteristische Polynom von A
Antwort: A2 —1

(¢) (4) Zu jedem Eigenwert bestimme man einen Eigenvektor.

1 12 als zugehoriger Eigen-
vektor gefunden werden. Jede andere Losung ist jeweils skalares Vielfaches.
(d) (2) Welche Matrix S erlaubt Diagonalisierung von A?

Antwort: Zu 1 kann -1 ) und zu —1 der Vektor ( B

Antwort: S = < _11 _12 >, die Matrix, deren Spalten die gefundenen Eigenvek-

toren sind.

(e) (1) Wie lautet das entkoppelte Differentialgleichungssystem?

Antwort: Wenn # = S@ die Koordinatentransformation ist, so ergibt sich @ =
S—1ASi + S71b, also nach kurzer Rechung mit dem angegebenen S

. (1 0 \. t+2

oder, wenn u = ( Z ) so hat man die skalaren Gleichungen

uw = u+t+2
v = —wv—t—1
2. Es se1

-1 2 3 0 0

0O -1 2 0 O
A= 0 -3 4 0 O

-2 7 1 1 4

1 8 3 1 0



(a) (3) Man berechne den Wert der Determinante von A.
Antwort: Die Blockstruktur ergibt det A = (—1)xdet < :é Z >><det ( i é ) =
(—1) x2x (—4) =8.
(b) (2) Man ermittle die Spur von A.
Antwort: Die Spur als Summe der Diagonalelemente ist (—1)+(—1)+4+140 = 3.
(¢) (3) Wenn das charakteristische Polynom von A in der Form p = A5 +a;A* +a\3 +
azA\? 4 a4\ + a5 angeschrieben ist, wie lauten a; und as?
Antwort: Es ist a; der negative Wert der Spur, also a; = —3 und a5 der negative
Wert der Determinante, also a5 = —8.
(d) (2) Geben Sie mindestens 3 Eigenwerte von A an.

Antwort: Die Blockstruktur 18t die Berechnung aller Eigenwerte in einfacher Weise
zu: Die 3 x 3-Determinante hat selbst Unterblocke, aus denen —1 und die Eigen-
werte von :;) i ) bestimmbar sind, also kann {—1, 1,2} als Antwort auf die
Frage gegeben werden.

3. Gegeben ist die Funktion f(z,y) = Coifygy)

(a) (3) Man gebe den Definitionsbereich von f an.
Antwort: Die Funktion ist fiir alle 2,y € IR definiert, also ist D(f) = IR

(b) (4) Man berechne die partiellen Ableitungen f;(0,0) und f,(0,0).
Antwort: f,(0,0) = f,(0,0) = 0.

(c¢) (3) Man bestimme die Taylorreihe bis Glieder einschliefslich zweiter Ordnung bei
Entwicklung von f an der Stelle (0,0).
Antwort: Es ist f(z,y) = (1 — 3(z —y)* + .. )ﬁ =(1-3@—-y?*+..00-
y?>+...) (geometrische Reihe verwendet und Glieder ab 3.0rdnung vernachlissigt).
Ausmultiplizieren und Vernachléssigen der Glieder ab 3.Ordnung ergibt

1
flo,y) =145 (2" = 20y = 3y") + ..

4. Im IR? sei K die ebene Figur, welche im ersten Quadranten durch die Bedingungen
z? +y? < 3, xy < 1 bestimmt ist.

(a) (4) Eine Skizze der Schnittfigur K moge angefertigt werden.
(b) (6) Es soll J := [ f(x,y)d(x,y) als iteriertes Integral der Form

J:/??dz/??f(x,y)dy

ausgedriickt werden.



Antwort: Als Skizze erhilt man ein unter 45 Grad geneigtes “linsenartiges” Gebilde.
Als Ergebnis findet man das umgeformte Integral

SRR A
J_.\/3_T7 513/l f(x,y) Y.



Nachname: Matrnr: 10.1.2008
M2-ET
(Herfort)

1. Gegeben ist das lineare Differentialgleichungssystem

TH+H2y—xz+2y =t
2z — 3y + 8z« = ¢

Dieses System lafst sich unter Bentitzung von Matrizen und Vektoren in der Form AZ =
BZ + b(t) anschreiben.

(a) (4) Wie lauten A, B und b?
. 1 2 1 -2 - t
Antwort: E51stA—<2 _3>,B—< s 0 )und b(t)_<€t )

(b) (6) Wie kann das System in der Form # = CZ + &(t) dargestellt werden? Wie
lauten C' und ¢(t)?

Antwort: Da A invertierbar ist, ergibt sich # = A~Y(BZ + b(t)). BEsist A~! =

3 2 N ) o
%(2 1 )-SOmItIStC:AlB:,,,:%<

2
1 t
7(_1>€.

2. Von einer reellen symmetrischen Matrix A weiff man, daft ihre Hauptdiagonale, der
letzte Spaltenvektor und die letzte Zeile lediglich aus Nullen bestehen und dafs sie De-
terminante -2 hat. Weiters kennt man den Eigenwert A = v/2. Der Kern hat Dimension
1 und das Bild Dimension 2.

(a) (3) Um eine wieviel mal wieviel Matrix handelt es sich? angeschrieben werden.

Antwort: Da Kern und Bild zusammen die Dimension des Definitionsbereichs aus-
machen, ergibt sich A als 3 x 3-Matrix.

(b) (7) Man bestimme alle Matrizen A mit den angegebenen Eigenschaften.

0 a O
Antwort: Man weils bereits, dal A= | a 0 0 | ist, wobei lediglich a unbekannt
0 00

ist (Symmetrie!). Das charakteristische Polynom lautet —A3 4+ 0A? — (—a?)\ + 0,
also —A(A? — a?). Einsetzen von A = /2 ergibt v/2(2 — a?) = 0, also a = +/2.
Somit ergeben sich 2 Losungen, nédmlich

0 V2 0
Ac{l v2 o0 o0 |, -
0 00

[\

V2
0
0

O&O
o O O
—



3. Gegeben ist die Funktion f(z,y) = %

(a) (3) Man gebe den Definitionsbereich von f an.
Antwort: Die Funktion ist fiir alle 2,y € IR definiert, also ist D(f) = IR

(b) (4) Man berechne die partiellen Ableitungen f;(0,0) und f,(0,0).
Antwort: fi(x,y) = 239;2, somit f,(0,0) = 0. Weiters ist f,(0,0) = —3.
(c) (3) Man bestimme f;44,(0,0) (ignorierbarer Hinweis: Taylorreihe!)

Antwort: Esist f(z,y) = %lYi:‘fy_zy = 1(1+432% —y)(1 — 3y + - - -)(geometrische
2

Reihe verwendet), also ist der Koeffizient von 22y? gleich —2 (Ausmultiplizieren!).

In der Taylorreihe ist der entsprechende Koeffizient durch %(3) frayy(0,0) gegeben,
woraus die Gleichung

1

3
4x3x2x1 X6Xfmyy(0’0)_71
entsteht, deren Losung frzyy(0,0) = —3 ist.

4. Tm IR? sei K die Schnittfigur, welche durch die Bedingungen z? 4+ 4% < 22 und 1 — 2% —
y2 > z > 0 bestimmyt ist.

(a) (4) Eine Skizze der Schnittfigur K moge angefertigt werden.
(b) (6) Es soll J := [y f(x,y,2)d(x,y, z) als iteriertes Integral der Form

J:/A d(x,y)/??dzf(fﬁ,y,z)dz

ausgedriickt werden.

Antwort: Als Skizze erhilt man einen nach oben gedffneten Kegel, der nach oben
von dem durch (0, 0, 1) gehenden nach unten gesffneten Rotationsparaboloid abgeschnit-
ten wird.

x=1/2(-1+sqrt 5)

y=X

. X
1-x"2=z (Parabelbogen)

rotiert um die z—Achse —> "Eistuete"



Dementsprechend miissen entlang der Schnittkante (einem Kreis) die Gleichungen
22 +9? = (1 — 2% — 22)? gelten, somit 22 = (1 — 22)?, aus der man z = 1 — 22, also
z=3(—-1++5) (z > 0!!) bzw. 22 = —(1 — 22)? (ohne Lisung) ableitet. Demnach
ergibt sich A = {(z,y) | 22 + y*> < (3 — V/5)} und als Ergebnis das umgeformte
Integral

1—.732—y2

J = d(z,y)

xr,y,z)dz.
224y2< 1 (3—/5) Va2ty? f@y,2)



Nachname:

Matrnr: 13.12.2007
M2-ET
(Herfort)

1. Gegeben ist das lineare Gleichungssystem

(e)(ov)=(76)

wobel

1 2 1 -1 1 6

._<35>,B,<0 0>,c_<15>,o_
1 0 0 0 0 0
p-(ot) = (50) = (00) e

=N OO
o~ OO

und X, Y, U,V jeweils 2 x 2-Matrizen sein sollen.

(a)

(b)

(1) Geben Sie an, wieviele Zeilen und Spalten die Blockmatrix < )[j: }‘; ) hat.

Antwort: Aufgrund der Blockstruktur ist es eine 4 x 4-Matrix

(3) Welche Moglichkeiten hat man fiir die Zeilen- und Spaltenzahl der Losungsma-
trix. Geben Sie ein Begriindung fiir alle von Thnen gefundenen Moglichkeiten.
Antwort: Es handelt sich um 4 x 4-Matrizen. Die gesuchte Matrix mufs 4 Zeilen
haben, damit die Multiplikation auf der linken Seite moglich ist und 4 Spalten,
damit rechts eine 4-spaltige Matrix das Ergebnis sein kann.

(6) Man berechne die Matrizen Y und U. (Hinweis: Blockstruktur beachten).

Antwort: Man findet die Matrizengleichungen AX + BU = I, AY + BV = O,
0X + CU = 0 und 0Y + CV = G. Da C regulér ist, ergibt sich aus der 3.ten

Gleichung U = 0. Danach ergibt die 1.te Gleichung X = A~! = < _35 _21 ) Die

4.te Gleichung ergibt V = C71G = ( _14 _15 ) Nun ergibt die 2.te Gleichung

—25 =30
| _
Y =—-A"BV ( 15 18 )

2. Gegeben ist das Differenzengleichungssystem x,11 = %xn + Yny Yng1l = —%xn und die
Anfangsbedingung xzg = yg = 1.

(a)

(2) Das System kann in der Form Z,,11 = A%, und Anfangsbedingung 7y = ( Z )

angeschrieben werden. Wie lauten A und a, b?

31
Antwort: A = 2

_% 0>unda:b:1.



(b) (4) Es sind die Eigenwerte und zugehorigen Eigenvektoren der Matrix A zu be-
stimmen.

Antwort: Das charakteristische Polynom lautet \? — %/\ + %, somit sind die Eigen-

werte 1 und % Eigenvektoren sind 4 = ( _21 ) zu A =1und ¥ = ( _11 ) zZu

A=1
5-
(¢) (3) In welches entkoppelte Differenzengleichungssystem kann das Ausgangssystem
iibergefiihrt werden?
2 -1

Antwort: Setzt man i, = S¥, mit S := 1 1 |0 ist J = STTAS =
1 0 . 1 0 . . 1= 11 1
0 % unddemnachunH:(O é>unundu0:5 1350:(1 2><1>:

( g ) das entkoppelte System.

(d) (1) Man bestimme lim,,_,«, ( zn )

Antwort: Es ist lim,,_oo < “n ) = lim,,—o0 S < tn ) = Slim,,—o ( tn ), wobei

Yn Un Un

die letztere Umformung wegen der Stetigkeit von S mdglich ist. Fiir @, = Z" )
n

ergibt sich sofort u,4+1 = un, = 2 und vy4q = %vn, also als GW ( (2) ) Multiplika-
. . . 4
tion mit S ergibt als den gesuchten Grenzwert ( 9 )

3. Gegeben ist die Funktion f(z,y) := zYy* auf dem Quadrat @ := (0,%) x (0, F).

(a) (3) Begrtinden Sie, warum diese Funktion auf () wohldefiniert ist.

Antwort: Die Funktion a® ist fiir positives ¢ und alle x € IR definiert. Deshalb
ist die Funktion z®Y fiir positives x und alle y definiert. Da jedoch ®*® nur fir
positive y gebildet werden kann, miissen sowohl x als auch y positiv sein. Das trifft
fiir alle (z,y) in @ zu.

(b) (4) Man berechne die partiellen Ableitungen f, und f,.
Antwort: fo(z,y) = f(z,y) (52 —sinzIny) und f,(z,y) = f(z,y) (% - sinylnx)
(¢) (2) Ist f auf @ differenzierbar? Begriinden Sie Thre Antwort.
Antwort: Es sind f, und f, beides stetige Funktionen und deshalb ist f differen-
zierbar.
(d) (1) Zeigen Sie, dafk f auf @ kein lokales Extremum besitzen kann. (Hinweis:

Welches Vorzeichen hat Inz auf dem Intervall (0,7%)?).




Antwort: Fiir ein solches lokales Extremum miifsten die Gleichungen

cosy

= sinzlny
x
cos T ,
= sinylnx
Y

gelten. In beiden Gleichungen steht links ein positiver Ausdruck, jedoch ist der

Ausdruck rechts (weil der Logarithmus auf (0, 3) negativ ist!) negativ. Somit

koénnen sie in @) nicht geldst werden.

4. Im IR3 sei K die Schnittfigur, welche durch die Bedingungen z? 4+ y? < 22 <1 —22 —?
und z > 0 bestimmt ist.
(a) (4) Eine Skizze der Schnittfigur K moge angefertigt werden.
(b) (6) Es soll J := [y f(x,y,2)d(x,y, 2) als iteriertes Integral der Form

? ? ?
J:/ d:c/ dy/ f(z,y,2)dz
? ? ?

Antwort: Als Skizze erhilt man einen nach oben gedffneten Kegel, der von der
Kugelkalotte begrenzt wird — rotationssymmetrisch bei Rotation um die z-Achse.

J = ffdf' f\/x_yf(xy, z) dz.

2+2

ausgedriickt werden.




Nachname:

Matrnr: 15.11.2007
M2-ET
(Herfort)

1. Es sei U der reelle Vektorraum aller Polynome vom Grad < 2 und V der reelle Vek-
torraum von Funktionen der Form alé +asy + agz% mit ay,a9,a3 € IR und z positiv.

z

Weiters sei fiir ein Polynom p eine Funktion Z(p)(z) := [;° p(z)e **da definiert.

(a)

(4) Man zeige, daf die Funktionen {1, %, %} eine Basis von V sind.

Antwort: Die angegebenen Funktionen liegen in V. Angenommen alé + agz% +

agz% = 0 fiir alle z > 0. Dann ist 23 mal dem Ausdruck fiir all diese z gleich Null,

also a12% + asz + ag = 0 fiir alle z > 0. Dies ist ein quadratisches Polynom, kann

also nur 2 Nullstellen haben, aufer alle Koeffizienten verschwinden.

(3) Zeigen Sie, daf Z als lineare Abbildung von U nach V aufgefaft werden kann.

Antwort: Man setzt ein: Die Integration ist linear, daher auch Z. Ist z¥ ein

beliebiges Polynom, so fiihrt partielle Integration (nach dem unterstrichenen Term)
Cex (o)

auf Z(2%)(z) = [;° abe **dx = i—zxk’o — L (e kot da = EZ(2% 1) (2).

Da Z(1)(z) = 1 ist, ergibt sich aus der Rekursion Z(z)(z) = Z% und Z(2?)(z) = Z%

Deshalb fiihrt Z die Basiselemente von U in Elemente von V {iber, und ist somit

eine lineare Abbildung von U nach V.

(3) Man bestimme eine Matrix A beziiglich der Basis {1, z, 2%} von U und der oben

angegebenen von V.

Antwort: Die ausgewerteten Integrale ergeben

1 0 0
A=(0 1 0
0 0 2

2. Gegeben ist das Differentialgleichungssystem & = 2x + 2y + ¢,y = 6x — 2y.

(a)

(3) Das System kann in der Form & = AT + b angeschrieben werden, wobei A eine

2 x 2-Matrix, ¥ = < 5 ) und b von ¢ abhingige Vektoren sind. Wie lauten A und

b?

2 2 - t
Antwort: A_<6 _2>undb—<0>.

(4) Es sind die Eigenwerte und zugehorige Eigenvektoren der Matrix A zu bestim-
men.

Antwort: Das charakteristische Polynom lautet A2 + 0 - A — 16, somit sind die

Eigenwerte +4. Eigenvektoren ¢ = ( Z

(50 ()=(5)

) zu A = 4 ergeben sich als Losung von



also z.B. v = ( 1

1 ) Analog ergibt sich fiir A = —4 als Eigenvektor < ;1 >

(c¢) (3) In welches entkoppelte Differentialgleichungssystem kann das Ausgangssys-
tem {iibergefiihrt werden? Antwort: Setzt man < Zc > = S( :}L ) mit S =

1 —1 . L —1 _ 4 0 - _1_‘_£ 3
(1 3 >,SOIStJ.—S AS—(O 4)undc—S b—4(1>und

demnach @ = 4u + %, v=—4v — ﬁ das entkoppelte System.

3. Es sollen die Seitenldngen a, b, ¢ eines rechteckigen Quaders (Streichholzschachtel!) mit
gegebenem Volumen V' = 1 derart bestimmt werden, daf die Oberfliche mdéglichst klein
ist.

(a) (5) Die Aufgabe ist als Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen zu beschreiben.
Antwort: f(a,b,c) = ab+bc+ac unter den Nebenbedingungen g(a, b, ¢) := abc—1 =
0 und a > 0,b > 0, sowie ¢ > 0 zu minimieren.

(b) (5) Man ermittle alle Kandidaten von Losungen.

Antwort: Die durch die Nebenbedingung gegebene Fliache hat keine singuldren
Punkte, deshalb findet man alle Kandidaten mittels Lagrangeverfahren: F'(a,b,c, \) =
ab + ac + bc — A(abc — 1). Differenzieren nach a,b,c¢ und Nullsetzen ergeben

a 1
b = 1
c 1

4. Im IR? sei K die Schnittfigur, welche durch die Bedingungen 22 + 42 +22 <1, 2 <0
und 2z < 1 bestimmt ist.

(a) (4) Eine Skizze der Schnittfigur K moge angefertigt werden.
(b) (6) Es soll J:= [y f(x,y,2)d(x,y, 2) als iteriertes Integral der Form

? ? ?
J:/ d:U/ dy/ flx,y,2)dz
? ? ?



ausgedriickt werden.

zZ Schraegansicht

_-— >

Der Teil oberhalb z=1/2 sollte weggeschnitten sein

}(______“_%(S_q}t_(i)/z T

\/X

Antwort: Die obigen Skizzen helfen, den Integrationsbereich zu beschreiben. Im



Bereich 1 (unterste Skizze) ist z jeweils im Intervall [—/1 — 22 — y2, /1 — 22 — 2],
wihrend z im Bereich 2 stets im Intervall [—y/1 — 22 — y2, 3] verbleibt. In der
mittleren Zeichnung sieht man, daf bei gegebenem z € [—1,0] der Wert von y

in den Intervallen I; := [—v1 —22,—\/3 — 22| und I, := [/3 — 22],V/1 — 2?] im

Bereich 1, und im Intervall J := [—\/% — 22, \/% — 22| im Bereich 2 verlduft. Dies
legt es nahe, die Funktion

) V1=a?—y? falls zehUD
oz,y) = { 1 falls € .J

zu definieren.
J = fol dx [* 1—a? dy f‘ﬂm’y) f(z,y,2)dz, wobei ¢(x,y) = 1 sofern 22 +
— _m _m yJ 9 Y 29
2 % gilt, und ¢(z,y) = /1 — 22 — y? sonst.

Y

IN



Nachname:

Matrnr: 25.10.2007
M2-ET
(Herfort)

1. Es sei U die lineare Hiille der auf ganz IR definierten Funktionen e* und xe® beziiglich
des Skalarkérpers IR. Weiters sei A die lineare Abbildung, die jeder Funktion y in U
die Funktion y” + 2y’ + y zuordnet.

(a)

(b)

(1) Zeigen Sie, dakt A als Abbildung von U nach U aufgefafst werden kann.
Antwort: Man setzt ein: A(e”) = 4e” € U und A(ze”) = 4e” + xze® € U.

(4) Man bestimme eine Basis des Bildes von A.

Antwort: Das Bild wird von 4e” und 4e® + xe®, somit auch von e” und ze® aufge-
spannt, die Funktionen sind aber lin.unabh., also eine Basis des Bildes

(2) Man bestimme den Kern von A als Abbildung von U nach U aufgefaft.
Antwort: Der Kern ist trivial, weil U und das Bild unter A in U Dimension 2
haben, und bekanntlich dim(U) = dim(ker A) + dim(Bild(A)) gilt.

(3) Man bestimme eine Matrix der Abbildung beziiglich der Basis B := {e*, ze"}.

Antwort;: ( 3 i )

2. Gegeben sind die Vektoren

(a)

(b)

()

ST
Il
O = O
“@1
Il
== = =
an
Il
_ O = O

(5) Es ist ein Orthonormalsystem (beziiglich des iiblichen Skalarprodukts im IR*)

der linearen Hiille U := £(a, b, ¢) gesucht.

Antwort: z.B. iy = %d’, Uy 1= %5’

(4) Es ist jener Punkt @ in U gesucht, von dem die Spitze des Vektors & :=
(2,1,1,1)T minimalen Abstand hat, mit anderen Worten, fiir den ||% — || minimal
wird.

Antwort: Die Losung wird durch den Abschnitt der Fourierreihe angegeben:

1

N
I
I
£
g
N
S
+
no
g
St
I
I
— NI = NI

(1) Liegt o in U? Antwort: Nein, sonst wire o = .



3. Jemand interessiert sich fiir einen Vektor # € IR? der Linge 1, dessen Summe der
Koordinaten maximalen Wert erreicht.

(a)

(b)

()

(4) Die Aufgabe ist als Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen zu beschreiben.

Antwort: f(z,y,2) =  + y + z ist unter der Bedingung 2% +y? + 22 —1 =0 zu

maximieren.

(3) Man ermittle alle Kandidaten von Lésungen.

Antwort: Die Nebenbedingung hat keine singuldren Punkte, deshalb findet man

sie alle mittels Lagrangeverfahren: F(z,y,2,\) =z +y+ 2 — A2 + 9> + 22 - 1).
1

Differenzieren nach z,y, z und Nullsetzen ergeben & = % 1

(3) Man 16se die Aufgabe, d.h. finde den Vektor mit maximaler Koordinatensumme

unter der Nebenbedingung und skizziere die Situation.

Antwort: Im Vorigen muf das Pluszeichen gewdhlt werden.

4. Im IR? sei T das Tetraeder mit den Eckpunkten A(3,0,0), B(0,4,0), C(0,0,0) und
D(0,0,1)

(a)
(b)

(2) Eine Skizze moge angefertigt werden.

(5) Es soll J := [, f(x,y, 2)d(z,y, 2) als iteriertes Integral der Form

J = /I.{d(fc’y) /g?f(fmy,u) du

ausgedriickt werden. Skizze des ebenen Bereichs K. Antwort: K = {(x,y) |
_z_ Y

S LU <IADZ0AY 20} T = fidl,y) fy ° ' f(wy,u)du

(3) Man berechne das Volumen von T

Antwort: 2, weil 1/6 des Volumens des Quaders 1 x 3 x 4. Das gleiche Resultat

z_y
3 4 du

ergibt sich durch explizite Berechnung von [ d(z,y) fol



Nachname:

Matrnr: 4.10.2007
M2-ET
(Herfort)

1. Gegeben ist eine eine lineare Abbildung A : V' — V', wobei V der reelle Vektorraum

aller

Polynome vom Grad héchstens 2 ist. Von dieser Abbildung weif man lediglich,

da® ihr Kern die lineare Hiille der Polynome z2 + x + 1 und 2z + 5 und A(z + 1) = z?

1st.

(a)

()

(5) Wie lauten die Polynome A(1), A(x) und A(z?).

Antwort: Man weiff, daf 0 = A(z? +x + 1) = A(2?) + A(z) + A(1) = A2z +
5) = 2A(x) + 5A(1), und A(x) + A(1) = 2. Das ergibt lineare Gleichungen fiir
A(1), A(z), und A(2?). Losung: —32?%, 222
(3) Beziiglich der kanonischen Basis {1,z, 72} soll eine Matrixdarstellung von A
angegeben werden.

0O 0 O
Antwort: 0O 0 O
2 5 _

3 3
(2) Geben Sie eine Basis des Kerns und des Bildes von A an.
Antwort: Basis des Kerns {z? + x + 1,2z + 5}, Basis des Bildes {2?}

|t

x2, —x?

2. Gegeben sei die Matrix

(a)

-2 1 0 0 0
1 -2 0 0 O
A= 0 0 -1 2 -5
1 0 0 2 -1
0 1 0 5 -3

(5) Man bestimme alle Eigenwerte von A.
Antwort: Die Blockstruktur 2 x 2-Block links oben, und der 3 x 3-Block

1A 2 -5
0 2-X\ -1 |,
0 5 —3— )\

der selbst eine Blockstruktur aufweist, ergeben das charakteristische Polynom in
bereits faktorisierter Form, niimlich p(\) = —(A2 +4XA+3)(A+1)(A\2+ A+ 1). Hier
liest man als Losungen fiir die Eigenwerte {—1,—3,—1,1(—1 £ v/5)} als Wurzeln
der Faktoren ab.

(5) Fiir den betragsgrokten Eigenwert gebe man eine Basis des zugehorigen Eigen-
raumes, sowie dessen Dimension an.

Antwort: Der betragsgrofte Eigenwert ist —3. Man findet (5, —5,24,1,10)7 als
Eigenvektor und die Dimension des Eigenraumes ist 1



. ery* Inu — e . .
3. Es sei f(x,y,2) := cosh(z + 2 — ) und g(u,v) = v . Weiters sei

h(z,y,z):=go f(z,y,z) die zusammengesetzte Funktion.

(a) (2) Man ermittle den Definitionsbereich von h.
Antwort: Ganz IR3

(b) (1) Man ermittle ~(0,0,0).
Antwort: Wenn man weif, dah cosh(z) = 3(e® + e~ %) ist, findet man auch ohne

Taschenrechner h(0,0,0) =e ( 711 >

(c) (5) Wie lautet die Funktionalmatrix von h an der Stelle (0,0,0)7
Antwort: Die Kettenregel ergibt h’(0,0,0) = ¢'(1,1) f/(0,0,0) und weil ¢’(1, 1) eine
2 x 2-Matrix, sowie f/(0,0,0) = (0 0 0) ist, ergibt sich sehr schnell £/(0,0,0) =

0 00
0 0 O
000
(d) (2) Kann f o g gebildet werden. Falls nicht, bitte begriinden.

Antwort: g fiihrt von einer Teilmenge des IR? in eine solche des IR?, jedoch benétigt
f drei Argumente. Also kann die Zusammensetzung nicht gebildet werden

4. Ein ebenes Plittchen B werde in der (z,y)-Ebene durch B := {(z,y) | 0 < 2? <y < x}
beschrieben.

(a) (2) Eine Skizze moge angefertigt werden.
(b) (2) Man berechne die von B eingenommene Fléche.
Antwort: %

(¢) (4) Man berechne die Koordinaten des Schwerpunkts unter der Annahme homo-
gener Massendichte.

)

(d) (2) Geben Sie die Definition fiir die Unabhéngigkeit zweier Ereignisse A und B an.
Antwort: P(AN B) = P(A)P(B) bzw. dquivalent dazu P(A | B) = P(A), sofern
P(B) #0

Antwort: S = (

[SUIN NI



Nachname:

Matrnr: 13.9.2007
M2-ET
(Herfort)

1. Auf dem reellen Vektorraum V aller Polynome vom Grad hochstens 2 sei eine Abbildung
A:V =V durch A(p)(x) = fol (x —t)p(t) dt (p Polynom vom Grad < 2) gegeben.

(a)
(b)

()

(3) Zeigen Sie, dafl die Abbildung A linear ist.

(5) Beziiglich der kanonischen Basis {1, 2,22} soll eine Matrixdarstellung von A
angegeben werden.

1 _1 1
- R G
Ergebnis 1 3 5
0 0 0
(2) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix und eine Jordannormalform.
i

3 ‘O 0

Ergebnis bis auf Permutation der Hauptdiagonalelemente: J = 0 — 2\1/5 0

0 0 0

2. Bs sei durch 144 = —322 + 23y? + 261/3zy die Gleichung eines Kegelschnittes in der
Ebene gegeben.

(a)

(b)

()

(6) Zeigen Sie, dak es eine Drehmatrix O gibt, sodak nach Koordinatentransfor-
mation & = Ou die Gleichung die Gestalt

u? 02

=2 r

hat, wobei 4 = ( Z ) Welche Werte haben a und b7

Ergebnis: Es ist O = % \}g _1/3 >, weiters sind a = 2,b = 3 und der
Drehwinkel ist 60°, wobei das (u,v)-System entgegen dem Uhrzeiger in das (z,y)-
System gedreht wird.

(3) Man gebe den Drehwinkel der Matrix O und die Richtungen und Léngen der
Achsen des Kegelschnittes an. Liegt eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel vor?

Ergebnis: Hyperbel
(1) Man skizziere den Kegelschnitt in der (z,y)-Ebene samt Asymptoten.

Hinweis: Hauptachsentransformation

2 2 _ .2
3. Die Abbildung f : IR?\ {(0,0,0)} — IR? sei durch f(x,y,z2) = < y ;—3y : )

gegeben.



(a) (3) Zeigen Sie, dakl f auf dem ganzen Definitionsbereich stetig differenzierbar ist.
Ergebnis: Zusammensetzung von unendlich oft differenzierbaren Funktionen

(b) (5) In welchen Punkten sind die Voraussetzungen des Hauptsatzes der impliziten
Funktionen erfiillt, wenn man davon ausgeht, das Gleichungssystem f(x,y,z2) =

( 8 > durch eine Funktion ( Z ) = ¢(x) "“lokal aufzuldsen"’?

Ergebnis: Man muf die (partielle) Funktionalmatrix

6y —2z
fy,z = <2¥ 2z )

T r2

mit 7 := /22 + y2 + 22 bilden, und bekommt die Punkte, in denen der Hauptsatz
versagt, durch Lisen des Gleichungssystems
0=a2?+9y?+22 - 1=22+3y? — 22 = det(fy.(7,y,2)) = 2232”
Die fraglichen Punkte sind (:t%, 0, j:%), es sind 4 an der Zahl (die VZ sind frei
wihlbar).

(¢) (1) Skizzieren Sie die Punktmenge {Z | f(Z) = 0}.
Ergebnis: Ein elliptischer Kegel schneidet aus der Oberfliche der Einheitskugelober-
flache zwei spiegelsymmetrisch beziiglich der (x,y)-Ebene gelegene geschlossene
Kurven aus.

4. Jemand bendtigt von der Potenzreihenentwicklung der Funktion f(z,y, z) = %

mit Anschlufstelle P(0,0,0) nachstehende Koeffizienten:

(a) (1) Wie lautet das konstante Glied?

a
1

3

(b) (3) Wie lauten die Koeffizienten von x, y und 27

5:0:3

(6) Wie lauten die Koeffizienten von xy, yz und 227

Alle Null

Hinweis: 6.9 in
http://www.math.tuwien.ac.at/~herfort/ET/M2_SS07/UE_ANGABEN /ue_ alles.pdf
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. Auf dem reellen Vektorraum aller kubischen Polynome sei eine Abbildung ®(p) = z2p” +

2xp’ — p (p kubisches Polynom) gegeben.
(a) (3) Zeigen Sie, daf die Abbildung @ linear ist.

(b) (5) Beziiglich der kanonischen Basis {1, z, 2%, 23} im Raum der kubischen Polynome
soll eine Matrixdarstellung von ® angegeben werden. Diagonalmatrix diag(—1,1,5,11)

(¢) (2) Warum ist die Gleichung ®(p) = ¢ fiir beliebiges kubisches Polynom ¢ 16sbar?
weil Matrix invertierbar.

. Von einer 4 x 4 Matrix A weifs man, daf sie die Eigenwerte 1 und 2 besitzt, beide
mit arithmetischer Vielfachheit 2, 1 jedoch mit geometrischer Vielfachheit 1 und 2 mit
geometrischer Vielfachheit 2.

(a) (2) Man bestimme das charakteristische Polynom von A. ((z — 1)%(z — 2)?)
(b) (3) Man berechne Spur und Determinante von A. 6 und 4
)

(¢) (5) Man bestimme eine Jordannormalform von A.
1 00

1

01 0
0 0 2
0 0 O

N OO

. Gegeben sind die Funktion f(z,y,2) = zyz und ein Bereich B im IR?, dessen Punkte
(z,y,2) durch die Bedingungen >0,y >0, z > 0 und z + y + 2z < 1 festgelegt sind.

(a)
(b)
()

(1) Zeigen Sie, daf B kompakt ist.

(3) Zeigen Sie, dak f stetig ist.

(6) Man berechne das Maximum m, welches f auf B (laut Satz von Weierstraf)
annimmt. An welchen Punkten wird das Maximimum angenommen? m = % an

(3:5:3)-
. Jemand mochte das Integral I := [g f(z,y,2)d(z,y,z) tiber den im 1.ten Oktanten
liegenden Bereich B des Ellipsoids mit den Halbachsen a = 2. b = 3, ¢ = 4 erstrecken.

(a) (2) Skizzieren Sie den Bereich B.
(b) (3) Durch welches endliche Set von Ungleichungen kann man B beschreiben (so
wenige Ungleichungen als notig)?

(¢) (5) I soll als iteriertes Integral der Form f; dz fr_,? dy f?? f(z,y, z) dz ausgedriickt
werden.
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5) 1 —1 0
. 1 ]. 1 2 -2
1. (a) (5) Liegt der Vektor L dem von den Vektoren e 1 und 1
2 1 —1 —1
aufgespannten linearen Teilraum des C*4?
nein
(b) (5) Ist die Funktion u(x) = cos®(z) in dem von den Funktionen f(x) = cos(3z)
und g(x) = cosz und h(x) = 1 aufgespannten linearen Teilraum aller stetigen auf
[0, 7] definierten Funktionen mit Werten in IR. Wenn ja, gebe man Koeffizienten
a,b,c mit u = af 4+ bg + ch explizit an.
ja a =3/4, b =1/4 Begriindung z.B. mittels De’Moivre
1 2
2. (a) (6) Man lsse die Matrizengleichung X AT = BT wobei A= 2 —1 | und B =

1 -1

1 1
0 —4].
-1 -5

Es gibt keine Losung

(4) Welche der Matrizenprodukte
i. AB,

ii. ATB,

iii. A™'B

kénnen gebildet werden.

Nur (ii)

3. Es sei f(z,y) := 22+ y? und g(z,y) = 72> — 22y + Ty*> — 1 gegeben.

(a) (3) Stellen Sie jene Gleichungen auf, die zur Bestimmung des Minimums von f

unter der Nebenbedingung g(z,y) = 0 notig sind.

()50

(b) (5) Formulieren Sie die Gleichungen in ein Eigenwertproblem um und l6sen Sie es.

1 -1 _ 1
A= “u—&( 1 bzw. pu =6, L



(¢) (2) Skizzieren Sie die Menge der Punkte mit g(x,y) = 0. Welche geometrische
Deutung hat die Aufgabe.

Extrema des Abstandes eines Punktes auf der skizzierten Ellipse.

4. Durch z2 + y2 +22<1,2>0,2 < % und y < % werden die Punkte eines rdumlichen
Bereichs B beschrieben.

(a) (3) Man skizziere den Bereich B.

(b) (7) Man formuliere das Bereichsintegral [ f(z,y, 2) d(x, y, 2) als iteriertes Integral
bzw. notigenfalls als Summe iterierter Integrale.

Zu b)

/_?d /md/ T a2 +/é d /% ay | T g2
x x,y,z)dz T x,y,2)dz.
-1 _vizz U o Y 3 vz o Y
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1 0
1. (a) 3) Wenn k = 25,1 =32undr =15undd= | 2 |,6=| 1|, und
3 0
0
c=1| 1 |, so berechne man von ka + Ib + r& die zweite Koordinate.
1

(b)

(3) Wenn k = 25,1 = 3.2 und r = 1.5 und f(z) = sinz, g(x) = cos(3z) und
h(z) = €**, so berechne man den Wert der Funktion u := kf +Ilg+rh an der Stelle

——
l’—2.

(¢) (2) Sind die Vektoren @,b, € eine Basis des IR3?
(d) (2) Sind die Funktionen f, g, h im offenen Intervall (0, 7) linear unabhéngig?

2. Gegeben ist die quadratische Matrix

(a) (2) Man berechne die Determinante von A.

(b)

1 2007

0 O
A= 1 0

0 1

(2) Man berechne die Spur von A.

O Ut = =

— = 00 O

(c) (6) Man berechne das charakteristische Polynom von A.

3. Gegeben ist die Gleichung 22 +yz + 23z = 3 und es sei F die Menge der Punkte im IR,
welche diese Gleichung erfiillen.

(a) (3) Fiir welches z liegt der Punkt P(1,1, 2) in dieser Menge?

(b)

(4) Hat diese Menge singuldre Punkte?

(¢) (3) Man berechne z,,(1,1), wobei z den in a) berechneten Wert hat.

4. Durch die Ungleichungen 22 +y? <9, x > 1, und = +y > 3 wird ein ebener Bereich B
festgelegt. Es geht um das Bereichsintegral I := [ f(z,y) d(z,y).

(a)

(2) Skizzieren Sie den Bereich B.

(b) (3) I soll als iteriertes Integral (eventuell nach Unterteilen in Intervalle der y-Achse)
der Form f?? dy f?? f(z,y) dx ausgedriickt werden.

(c) (5) I soll als iteriertes Integral (eventuell nach Unterteilen in Intervalle der z-Achse)
der Form f?? dx f?? f(z,y) dy ausgedriickt werden.



