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· Ein System vom m x n Zahlen Aij ( K, angeordnet in einem rechteckigen Schema

 





 



A =



 







heißt eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten. Die Zahlen Aij heißen Elemente der Matrix


· Ist A ( Kmxp, B ( Kpxn, so heißt die Matrix C ( Kmxn mit den Elementen
 
         p
 
Cij = ( Aik Bkj 

( i = 1,2,3,…,m  // j = 1,2,3,…,n)
 
        k=1

das Produkt der beiden Matrizen A und B, symbolisch

C = A * B.


· Eine Quadratische Form Q = xHAx heißt positiv semidefinit bzw. negativ semidefinit, wenn Q ( 0 bzw. Q ( 0 für alle x ( Cn, gilt. Sie heißt positiv bzw. negativ definit, wenn 
Q > 0 bzw. Q < 0 für alle x ( Cn, x ( 0 gilt. Sie heißt indefinit wenn sie sowohl positive als auch negative Werte annimmt.

Der Rang einer Matrix

· Es seien x1, x2, … ,xn (Kmx1 gegebene Spalten. Sind weiter Zahlen (1, (2,  …,(n (K gegeben, so heißt die Summe
 


(1x1 + (2x2 + … + (nxn
eine Linearkombination der Spalten xi mit den Koeffizienten (i. Ist dabei 
(1 = (2 = … = (n = 0, so heißt die Linearkombination trivial, anderenfalls, wenn auch nur ein Koeffizient von Null verschieden ist, nicht – trivial.


· Es sei ( = {x1, x2, … ,xn} ein System von Spalten. Die Spalten des Systems heißen linear abhängig, wenn es Zahlen (1, (2,  …,(n gibt, die nicht alle gleich Null sind, sodaß gilt
 


(1x1 + (2x2 + … + (nxn = 0
Kann diese Gleichung nur durch die Wahl (1 = (2 = … = (n = 0 erfüllt werden, so heißen die Spalten des Systems linear unabhängig.


· Satz: Es seien (1 = {x1, x2, … ,xp} und (2 = {x1, x2, … ,xq} zwei Systeme von Spalten mit 
(1 ( (2 (1 ( p < q). Sind die Spalten in (1 linear  abhängig so sind es auch die Spalten des Systems (2. Sind die Spalten in (1 unabhängig, so sind es auch die Spalten in (2.


· Satz: Ist ( ein beliebiges System von Spalten und ist {0} ( ( (Nullspalte), so sind die Spalten des Systems ( linear abhängig.


· Sei A ( Km x n. Die Maximalzahl linear unabhängiger Zeilen bzw. Spalten von A heißt der Rang oder die Rangzahl von A. Symbolisch rg(A).


· Satz: Es gilt 
rg(AB) ( min{rg(A), rg(B)}.


· Satz: Die Maximalzahl linear unabhängiger Spalten des Kn x 1 ist n.

Die Determinante einer Matrix

· Es seien a1, a2, …, an  ( K n x 1 gegebene Spalten. Dann heißt 
 


det(a1, a2, …, an) ( K 
die Determinante der n Spalten a1, a2, …, an, wobei det:(Kn x 1)n ( K eine Funktion mit folgenden Eigenschaften ist und durch diese auch eindeutig bestimmt ist:
-
det(…,a,…,b,…) =  
- det(…,b,…,a,…) 


( Schiefsymmetrie
-
det(…,(a + (b,…) = 
(*det(…,a,…) + (*det(…,b,…) 
(Multilinearität
-
det(e1,e2,…,en) = 1 
({e1,e2,…,en } die Kanonische Basis des Kn x 1)


· Die Determinante einer Quadratischen Matrix A ( K n x n ist die Determinante ihrer Spalten. Symbolisch det(A)


· Satz: Sind zwei Argumente gleich, so verschwindet die Determinante
 


det(…,a,…,a,…) = 0


· Satz: Eine Determinante ändert ihren Wert nicht, wenn man zu einer Spalte ein Vielfaches einer anderen Spalte hinzuzählt: Für ( ( K ist
 


det(…,a + (b,…,b,…) = det (…,a,…,b,…)


· Satz: Ist ( ( Sn eine Permutation, so ist
 
det(a((1), a((2),…., a((n)) = sign(() det(a1,a2,…,an)
Beim Vertauschen zweier Argumente ändert die Determinante ihr Vorzeichen.


· Satz: Die Determinante von n Spalten des Kn x 1 verschwindet genau dann, wenn diese linear abhängig sind.


· Satz: Es gilt





      _____

 


det (AT) = det (A),

det (AH) = det (A)


· Satz: Ist A eine (obere oder untere) Dreiecksmatrix, so ist
 


det(A) = A11 * A22 * … * Ann

· Satz: Ist ( ( K eine Zahl und A eine n – Reihige Matrix, so ist 
 


det((A) = (n det (A)


	X
	…
	X

	0…0
	Aij
	0…0

	X
	…
	X

	X
	X

	X
	X


· Satz: Sind die Elemente in einer Zeile oder Spalte bis auf eines alle gleich null, so ist
 



   
 = (-1)i+j Aij  *





· Satz: Ist A eine quadratische n – reihige Matrix, so existiert die Dreieckszerlegung
 


A = LR
bzw.
     LA = R
genau dann, wennihre Hauptabschnittsdeterminanten D1,D2,…,Dn-1  von Null verscheiden sind. Ist auch Dn nicht Null, so ist sie eindeutig.


	X
	X

	X
	X


· Die Determinante 
 



aij:= det(a1,…,aj-1,ei,aj+1,…,an) = (-1)i+j   *



heißt das algebraische Komplement der i – ten Zeile und der j – ten Spalte

	a11
	a21
	…
	an1

	a12
	a22
	…
	an2

	…
	…
	…
	…

	a1n
	a2n
	…
	ann


· Sie A eine n – reihige Matrix. Die Matrix ihrer algebraischen Komplemente,




Aad:=
heißt die zu A adjungierte Matrix.






· Entwicklungssatz für Determinanten
Multipliziert man eine Spalte oder Zeile (Entwicklung nach Spalte oder Zeile) mit den dazugehörigen algebraischen Komplementen, so ist
 
det (A)
 = A1j a1j + A2j a2j + … + Anj anj
 

 = Ai1 ai1 + Ai2 ai2 + … + Ain ain
Multipliziert man die Elemente einer Zeile oder einer Spalte mit den Elementen einer anderen Zeile oder einer anderen Spalte, so ist die Summe dieser Produkte gleich Null.


· Satz: Es gilt 
AAad = AadA = (det(A))E

Matrizeninversion

· Satz: Ist A eine reguläre Matrix (Quadratische Matrix: det(A) ≠ 0), so ist
  

(A-1)-1 

= A
 

(AT)-1

= (A-1)T
 

(AH)-1

= (A-1)H
 

det(A)-1 
= 1 / (det(A))


· Satz: Sind A und B reguläre Matrizen gleicher Reihenzahl, so ist auch das Produkt AB regulär, es gilt
 


(AB)-1 = A-1 B-1.

Lineare Gleichungssysteme

· Satz: Das Gleichungssystem Ax = s ist genau dann lösbar für die rechte Seite s, wenn die Koeffizientenmatrix A denselben Rang hat wie die um die Spalte s erweiterte Koeffizientenmatrix B.


· Eine Matrix A ( K m x n heißt surjektiv, wenn rg (A) = m ist.


· Satz: Ein lineares Gleichungssystem Ax = s ist genau dann für jede rechte Seite lösbar, wenn die Koeffizientenmatrix surjektiv ist.


· Ein lineares Gleichungssystem Ax = o, dessen rechte Seite der Nullvektor ist, wird homogen genannt. Ist in Ax = s die rechte Seite s ≠ o so spricht man von einem inhomogenen System.


· Eine Matrix A( K m x n heißt injektiv, wenn rg(A) = n ist.


· Satz: Ein inhomogenes Gleichungssystem ist genau dann höchstens eindeutig lösbar, wenn die Koeffizientenmatrix injektiv ist.


· Satz: Ein inhomogenes Gleichungssystem ist genau dann eindeutig lösbar, wenn die Koeffizientenmatrix injektiv ist und der Rang der Erweiterten Koeffizientenmatrix mit dem Rang der Koeffizientenmatrix übereinstimmt.


· Satz: Ein inhomogenes Gleichungssystem mit quadratischer Koeffizientenmatrix A ist genau dann für jede rechte Seite s eindeutig lösbar, wenn  A regulär ist.


· Satz: Ein homogenes Gleichungssystem mit quadratische Koeffizientenmatrix ist genau dann in nicht – trivialer Weise lösbar, wenn die Koeffizientenmatrix singulär ist (Quadratische Matrix: det(A) = 0).


· Satz: Sei A ( K m x n und k der Kern der Matrix A. Dann ist die Maximalzahl d linear unabhängiger Spalten in k die Differenz aus der Spaltenanzahl von A und ihrer Rangzahl
 


d = n – rg(A)
Die Maximalzahl linear unabhängiger Spalten im Kern der Matrix A wird auch ihr Defekt genannt. In Zeichen: d = def(A)


· Satz: Die allgemeine Lösung eines homogenen linearen Gleichungssystems Ax = o hat die Form
 

xh = c1x1 + c2x2 + … + cdxd
mit d = def(A) linear unabhängigen Lösungen x1, x2,…, xd der homogenen Gleichung.


· Satz: Die allgemeine Lösung eines inhomogenen linearen Gleichungssystems Ax = s hat die Form
 

xa = xp + xh = xq + c1x1 + c2x2 + … + cdxd
worin xp eine beliebige Einzellösung (partikuläre Lösung) der inhomogenen Gleichung und xh die allgemeine  Lösung der assoziierten homogenen Gleichung Ax = o ist.

Die Konditionszahl einer Matrix
· 
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Eigenwerte

· Satz: Die Eigenwerte einer Matrix A sind die Wurzeln ihres charakteristischen Polynoms pA. 

pA(() = det((E - A)   
 



· Satz: Ist ( ( ((A), die geometrische und v die algebraische Vielfachheit  von (, so gilt 
d ( v. Wobei ((A) die Menge der Eigenwerte (Spektrum) von A ist.


· Zwei n - reihige Matrizen A und B heißen ähnlich, wenn eine reguläre Matrix X existiert, für welche AX = XB gilt; existiert eine unitäre Matrix X, welche dies leistet, so heißen A und B unitär – ähnlich. Ist A ähnlich einer Diagonalmatrix, so heißt A Diagonal – ähnlich.


· Satz: Sind A und B ähnliche Matrizen, so ist pA = pB 


· Satz: Sind x1,x2,…,xm Eigenvektoren zu den verschiedenen Eigenwerten (1, (2,… (m, so sind die Spalten x1,x2,…,xm linear unabhängig.


· Eine quadratische Matrix heißt diagonalisierbar, wenn sie einer Diagonalmatrix ähnlich ist.


· Satz: Eine Matrix ist genau dann diagonalisierbar, wenn die geometrische Vielfachheit jedes Eigenwertes mit dessen algebraischer Vielfachheit übereinstimmt.


· Satz von Schur: Jede quadratische Matrix ist unitär ähnlich einer oberen Dreiecksmatrix.


· Satz: Eine obere Dreiecksmatrix ist genau dann eine Diagonalmatrix, wenn sie normal ist.


· Satz: Eine quadratische Matrix ist genau dann unitär – ähnlich einer Diagonalmatrix, wenn sie normal ist.

· Satz: Ist A eine Normale Matrix, so gibt es ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren.


· Satz: Die Eigenwerte einer hermiteschen  (symmetrischen) Matrix sind reell, die von Null verschiedenen Eigenwerte einer antihermiteschen Matrix sind rein imaginär, die Eigenwerte einer unitären (orthogonalen) Matrix sind unimodular.


· Satz: Die Determinante einer Matrix ist das Produkt aller ihrer Eigenwerte, wobei jeder Eigenwert so oft heranzuziehen ist als seine algebraische Vielfachheit beträgt.


· Satz: Eine Matrix ist genau dann regulär, wenn alle Eigenwerte von Null verschieden sind.


· Satz: Sind A und B quadratische n- reihige Matrizen, so ist
 

spur (A+B) 
= spur (A) + spur (B)
 

spur (AB) 
= spur (BA)
 

(spur(A) :=  A11 + A22 + … + Ann)


· Satz: Sind A und B quadratische n- reihige Matrizen, so haben die Produkte AB und BA dasselbe charakteristische Polynom, 
pAB(() = pBA(().


· Satz: Die Eigenwerte der Potenzen einer Matrix sind die Potenzen der Eigenwerte; die Eigenvektoren bleiben vom potenzieren unberührt.


· Satz: jede quadratische Matrix genügt ihrer charakteristischen Gleichung, 
pA(A) = o.


· Das Polynom kleinsten Grades mA(z) mit der Eigenschaft mA(A) = O heißt Minimalpolynom der Matrix A


· Satz: Ist ((A) = {(1,(2,…,(s} das Spektrum der Matrix A, mA(z) ihr Minimalpolynom, pA(z) ihr charaktristisches Polynom und µA(z) = (z-(1)(z-(2)......(z-(s), so gilt:
µA(z) | mA(z)
und
mA(z) | pA(z).


· Satz: Das Charakteristische Polynom einer Matrix ist genau dann gleich ihrem Minimalpolynom, wenn jeder Eigenwert die geometrische Vielfachheit 1 hat. (nicht - derogatorisch)


· Sei A eine Quadratische Matrix und ((A) = {(1,(2,…,(s} ihr Spektrum. Dann heißt 
spr A := max{|(1|,|(2|,…,|(s|} der Spektralradius von A.
 

       (
· Satz: sei s(z) = ( am zm eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius (. Dann 
                        m=0          (
konvergiert die Reihe = ( am Am für jede Matrix A mit spr A < (; Sie ist divergent für 
                        
         m=0          
jede Matrix mit spr A > (.


· Satz: Die Quadratische Form Q = xHAx ist genau dann definit bzw. semidefinit bzw. indefinit, wenn sämtliche Eigenwerte von A von Null verschieden sind und dasselbe Vorzeichen haben bzw. zwei Eigenwerte mit unterschiedlichem Vorzeichen vorhanden sind.
Sie ist positiv (negativ) definit, wenn alle Eigenwerte positiv (negativ sind).
Sie ist positiv (negativ) semidefinit, wenn die von Null Verschiedenen Eigenwerte positiv (negativ) sind.


· Satz: Die Quadratische Form Q = xHAx ist genau dann positiv definit, wenn sämtliche Hauptabschnittsdeterminanten der Matrix A positiv sind: Dk > 0 für k = 1,2,…,n, und sie ist genau dann negativ definit, wenn diese ein alternierendes Vorzeichen haben, beginnend mit D1 < 0: (-1)k Dk > 0 für k = 1,2,…n.  


· Satz: Notwendig dafür, dass ein reelles Polynom nur negative Wurzeln bzw. nur Wurzeln mit negativem Realteil besitzt, ist die Gleichheit des Vorzeichens aller Polynomkoeffizienten. 


	a1
	a0
	0

	a3
	a2
	a1

	0
	0
	a3


· Satz von Hurwitz: Sind alle Koeffizienten des reellen Polynoms 
p(x) = a0xn + a1xn-1 + … + an positiv, so hat das Polynom p (im Falle a0 > 0) genau dann nur Wurzeln mit negativem Realteil, wenn die Hauptabschnittsdeterminanten der Hurwitz - Matrix dieses Polynoms positiv sind
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Funktionen mehrerer Veränderlicher

Partielle Ableitungen

· Satz von Schwarz: Sind die gemischten partiellen Ableitungen 
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Differenzierbarkeit und Ableitungen
Reelle Funktion:

· Satz: Es sei die Funktion 
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 in dieser Umgebung und sind sie im Punkt 
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· Definition: Die in einer Umgebung des Punktes 
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· Satz: Ist die Funktion 
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Existieren die partiellen Differentialquotienten der Funktion
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Das Differential einer reellen Funktion:
· Definition: Die Änderung des linearen Anteils der Funktion
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Implizite Funktion
· Satz über implizite Funktionen: Es sei
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Zusatzinfo: Die Art, wie hier die Ableitung der implizit gegebenen Funktionen f und g aus den partiellen Ableitungen der Funktion F hervorgeht, bezeichnet man auch als implizite Differentiation.
· Satz über implizite Funktionen: Es sei
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Demnach ist
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Die Umkehrfunktion

· Satz über die Existenz der Umkehrfunktion: Es sei die Funktion 
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Zusatzinfo: Dieser Satz besagt, dass sich vektorwertige Funktionen bei gleicher Anzahl abhängiger und unabhängiger Veränderlicher i.a. nur lokal umkehren lassen.
Extremwerte
· Satz von Weierstrass: Ist D eine beschränkte und abgeschlossene Menge und 
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auf D stetig, so nimmt die Funktion ihren kleinsten und ihren größten Wert an, d.h. es gibt zwei Punkte
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· Satz: Nimmt die auf D stetige Funktion
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Relative Extrema:

· Definition: Es sei
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Man spricht von einem relativen Minimum in
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· Satz: Es sei die Funktion
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· Satz: Ist
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eine stationäre Stelle der Funktion f und sind die zweiten partiellen Ableitungen von f stetig in einer Umgebung von
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Zusatzinfo: Ist die Jacobi-Matrix
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Mehrfache Integrale

Bereichsintegrale in der Ebene:

· Es sei B ein abgeschlossener und beschränkter ebener Bereich mit messbarem positiven Inhalt. Ist
[image: image115.wmf]R
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stetig auf B, so existiert das Bereichsintegral von f über B.
Bereichsintegrale im Raum:
· Ist B ein abgeschlossener und beschränkter räumlicher Bereich mit positiven Inhalt und ist die Funktion
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auf B stetig, so existiert das Bereichsintegral von f über B.
Transformation von Bereichsintegralen (Variablensubstitution):

· Variablensubstitution für Doppelintegrale: Es sei B ein beschränkter und abgeschlossener Bereich in der (x,y)-Ebene, der durch die stetig differenzierbaren Funktionen 
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die Umkehrfunktion gegeben, die B’ auf B abbildet, und ist
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· Variablensubstitution für Raumintegrale: Es sei B ein beschränkter und abgeschlossener Bereich im (x,y,z)-Raum, der durch die stetig differenzierbaren Funktionen 
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umkehrbar eindeutig auf den Bereich B’ im (u,v,w)-Raum abgebildet wird. Ist durch 
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 die Umkehrfunktion gegeben, die B’ auf B abbildet, und ist
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8. Differentialgleichungen
8.1 Gewöhnliche Differentialgleichungen

8.2 Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Existenz- und Eindeutigkeitssatz. Ist 
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 ein beliebiger Punkt, so gibt es eine δ-Umgebung 
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 stetig differenzierbare Funktion y(x), welche die Anfangswertaufgabe löst, für welche also 
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gilt. Diese Lösung lässt sich bis an den Rand von D fortsetzen.

8.3 Die explizite Gleichung erster Ordnung

8.4 Lineare Differentialgleichungen

Satz. Die n Lösungen 
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 einer linearen homogenen Differentialgleichung n-ter Ordnung sind genau dann linear unabhängig, wenn ihre Wronskische Determinante von Null verschieden ist.

Satz. Die Maximalzahl linear unabhängiger Lösungen einer linearen homogenen Differentialgleichung ist gleich der Ordnung der Differentialgleichung.

Satz. Ist 
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 eine Integralbasis einer linearen homogenen Differentialgleichung n-ter Ordnung, so ist
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ihr allgemeines Integral.

Satz. Ist 
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 eine beliebige partikuläre Lösung einer linearen inhomogenen Differentialgleichung n-ter Ordnung und 
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 eine Integralbasis der assoziierten homogenen Gleichung, so ist


[image: image137.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

x

y

c

x

y

c

x

y

c

x

y

x

y

n

n

p

a

+

+

+

+

=

...

2

2

1

1


das allgemeine Integral der inhomogenen Gleichung.

Satz. Die allgemeine Lösung einer homogenen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten ist
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… ihre Vielfachheiten.
8.5 Randwertaufgaben

8.6 Numerische Integration

9. Wahrscheinlichkeitstheorie
9.1 Der Wahrscheinlichkeitsbegriff

Definition. Eine Menge
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von zufälligen Ereignissen heißt ein Ereignisfeld oder eine Ereignisalgebra, wenn
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Eine andere Bezeichnung ist Borelscher Mengenkörper oder Borelsche Mengenalgebra.

Definition. Es sei 
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[image: image147.wmf]U

A

Î

der Quotient


[image: image148.wmf](

)

sgänge

ÖGLICHENAu

AnzahlderM

sgänge

ÜNSTIGENAu

AnzahlderG

A

P

=

:


die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A (Wahrscheinlichkeit für das Eintreten von A).

Axiomatische Definition des Wahrscheinlichkeitsbegriffes. Die empirischen Gesetze der Wahrscheinlichkeit, deren Grundlage der Begriff der relativen Häufigkeit ist, sind Anlass für die folgenden Axiome des abstrakten Wahrscheilichkeitsbegriffes.

Definition. Es sei 
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heißt eine Wahrscheinlichkeit auf 
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Das Tripel 
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 heißt dann ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Bedingte Wahrscheinlichkeit.

Definition. Es sei 
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die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit. Es seien 
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zufällige Ereignisse, die einander paarweise ausschließen
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Satz von Bayes. Wenn die n Ereignisse 
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mit positiven Wahrscheinlichkeiten 
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Unabhängige Ereignisse.

Definition. Sei (Ω,U,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zwei Ereignisse A,B є U heißen unabhängig, wenn
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Definition. Sei (Ω,U,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung X : Ω → IR heißt eine Zufallsgröße, wenn

X є IR → {ω | ω є Ω ˆ X(ω) < x } є U.
Damit wird jedem zufälligen Ereignis {ω | ω є Ω ˆ X(ω) < x } є U. die Wahrscheinlichkeit 
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zugewiesen.

Definition. Eine Zufallsgröße X heißt diskret, wenn sie nur endlich viele Werte ( X(Ω) = {x1,x2,..,xn}) oder abzählbar unendliche viele Werte (X(Ω)={x1,x2,…}) annehmen kann.
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Definition. Sei (Ω,U,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsgröße. Dann heißt die Funktion 





 IR→IR

FX: 
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Die Verteilungsfunktion der Zufallsgröße X.

Satz. Es sei (Ω,U,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X eine Zufallsgröße und FX ihre Verteilungsfunktion. Dann gilt

· x є IR => 0 ≤ FX(x) ≤ 1;

· FX ist monoton steigend;

· FX ist linksseitig stetig;

· lim (→-∞) FX(x) = 0, lim (→∞) FX=1;

· P(a<X<b) = FX(b)- FX(a+),

P(a<X≤b) = FX(b+)- FX(a+),

P(a≤X<b) = FX(b)- FX(a),

P(a≤X≤b) = FX(b+)- FX(a).
Der Mittelwert einer diskreten Zufallsgröße.

Definition. Es sei X eine diskrete Zufallsgröße, welche die Werte xi mit den Wahrscheinlichkeiten pi = P(X =xi) annimmt. Dann heißt μx = EX := Σ xi pi der Mittelwert oder Erwartungswert der Zufallsgröße X.

Die Streuung (Varianz) einer diskreten Zufallsgröße.

Definition. Es sei X eine diskrete Zufallsgröße, welche die Werte xi mit den Wahrscheinlichkeiten pi = P(X = xi) annehmen möge. Dann heißt

σx2 = D2X := E[(X-EX)²]=Σ(xi-EX)² pi

die Streuung oder Varianz der Zufallsgröße X; die Größe σx heißt die Standardabweichung von X.

Satz. Die hypergeometrische Verteilung strebt für m,n → ∞, wobei m/n → p sei, gegen die binomische Verteilung,
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Satz (Poisson). Die Binomialverteilung mit den beiden Parametern n und p strebt für n→ ∞, np→λ >0 gegen die Poisson-Verteilung,
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Satz. Es sei A ein zufälliges Ereignis, das mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit p = P(A) eintritt. Bezeichnet hn die relative Häufigkeit des Eintretens von A in n Versuchen, so gilt

µhn(A)=P(A), σ2hn(A)=0.

Satz. (Bernoulli). Ist hn(A) die relative Häufigkeit des Eintretens eines Ereignisses A bei n-maliger Durchführung eines Versuches, so ist für jede Zahl ε > 0
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Satz (Tschebyscheff). Es sei X eine diskrete Zufallsgröße mit dem Erwartungswert μX und der Varianz σ2X. Ist k Є IR beliebig, so gilt

P(|X-μX| ≥kσX) ≤
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Definition. Eine Zufallsgröße X heiße stetig, wenn es eine stetige Funktion fX : IR →IR mit 
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Die Funktion fX wird die Wahrscheinlichkeitsdichte, Verteilungsdichte oder kurz Dichte der Zufallsgröße X genannt.

Satz. Sei X eine stetige Zufallsgröße mit der Dichte fX. Dann ist fX(x) ≥ 0 für x Є IR und 
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Es gilt demnach
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Definition. Es sei X eine stetige Zufallsgröße mit der Dichte fX. Konvergiert das Integral 
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Der Mittelwert oder Erwartungswert der Zufallsgröße X,
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Die Streuung oder Varianz; die (positive) Größe σX wird die Standardabweichung genannt. Ist g: IR → IR eine stetige Funktion und konvergiert das Integral 
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Der Erwartungswert der Zufallsgröße Y = g (X) und
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Die Streuung bzw. Varianz.

Definition. Ist die Zufallsgröße X stetig mit der Dichte fX verteilt, so heißt jede Lösung xp der Gleichung
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Ein Quantil p-ter Ordnung der durch die Dichte fX gegebenen Verteilung der stetigen Zufallsgröße X. Ein Quantil der Ordnung ½ heißt ein Median der Verteilung.

Satz. (De Moivre). Es sei (XN) eine Folge von Zufallsgrößen, die binomialverteilt mit den Parametern n und p sind ( 0< p< 1 fest ). Für die standardisierten Zufallsgrößen
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gilt
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Zweidimensionale Zufallsgrößen.

Definition. Sei (Ω,U,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann heißt eine Abbildung 
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Eine zweidimensionale Zufallsgröße, wenn für x1, x2 є IR gilt
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Definition. Zwei Zufallsgrößen X1 und X2 auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,U,P) heißen unabhängig, wenn die Ereignisse { X1≤x1 } є U und { X2≤x2 } є U unabhängig sind, wenn also für die Zufallsgröße X = (X1,X2)
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Kovarianz und Korrelationskoeffizient.

Definition. Es sei (X1, X2) eine zweidimensionale Zufallsgröße. Der Erwartungswert des Produktes (X1 – E X1)( X2 – E X2) heißt Kovarianz von (X1,X2),
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Definition. Es seien X1 und X2 zwei Zufallsgrößen mit den Erwartungswerten 
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. Dann heißt die Kovarianz der standardisierten Zufallsgrößen 
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der Korrelationskoeffizient von X1 und X2. Es gilt 
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Satz. Sind X1 und X2 unabhängige Zufallsgrößen, so ist V(X1,X2)=0.

Definition. Zwei Zufallsgrößen, deren Kovarianz (und deren Korrelationskoeffizient) verschwindet, heißen unkorreliert.

Satz. Genau dann, wenn die beiden Zufallsgrößen X1 und X2 unkorreliert sind, gilt die „Produktregel“
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Satz. Sind die n Zufallsgrößen X1,X2,…,Xn unabhängig und identisch N(μ,σ2)- normalverteilt, so ist das arithmetische Mittel 
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Satz. Sind X1,X2,…,Xk unabhängige N(0,1)-verteilte Zufallsgrößen, so ist die Quadratsumme 
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  X2-verteilt mit k Freiheitsgraden.

Satz. Ist X є N(0,1) und Y eine von X unabhängige Zufallsgröße, welche X2-verteilt ist mit n Freiheitsgraden, so ist die Zufallsgröße
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10. Statistik
10.1 Stichproben

10.2 Punktschätzungen

Satz. Sind X1, X2, ... , Xn unabhängige N(μ,σ2)-verteilte Zufallsgrößen, so ist die Zufallsgröße
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Definition. Es seien fX(x,p) die Dichte einer stetigen Zufallsgröße X und x1, x2, …, xn Stichprobenvariable einer Sticprobe vom Umfang n. Dann heißt das Produkt
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die Likelihood-Funktion; ist eine diskrete Zufallsgröße und pk(p) die Wahrscheilichkeit für das Ereignis {X = xk}, k=1, 2, …, n so versteht man unter der Likelihood-Funktion das Produkt
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Satz. Die Maximum-Likelihood-Schätzungen sind konsistente Parameterschätzungen, d.h. sie streben nach Wahrscheinlichkeit gegen den gesuchten Parameter,
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10.3 Intervallschätzungen

10.4 Statistische Testverfahren

Satz. Die theoretischen Häufigkeiten ωk seien bestimmt. Die Folge (Fn(x)) der Verteilungsfunktion, die durch die Stichprobenfunktionen X2 gegeben ist, konvergiert für 

n → ∞ gegen die Verteilungsfunktion einer X2-verteilten Zufallsgröße mit m-1 Freiheitsgraden,

für x < 0

für x ≥ 0.
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