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1 Zahlen, Mengen und Abbildungen

1.1 Die natiirlichen Zahlen

assotiativ Gesetz. n+(m+p)=(n+m)+p, n-(m-p)=(n-m)-p
kommutativ Gesetz. n+m=m+n, N-Mm=m-n
distributiv Gesetz. p-(n+m)=p-n+p-m

Halbgruppe. Ist auf eine Menge von Objekten eine assoziative binare Operation gegeben, so

spricht man von einer Halbgruppe.

Teilbarkeit. Man nennt 1 und n die ,trivialen“ Teiler von n. Ein nicht — trivialer Teiler wird ein
echter Teiler genannt.
Zwei Zahlen heillen relativ prim oder teilerfremd, wenn sie - auer dem trivialen Teiler 1 —

keinen gemeinsamen Teiler haben.

Satz (Eindeutige Primfaktorenzerlegung). Jede natirliche Zahl n kann als (endliches) Produkt
Ky (A K k
n — 11 22 . pl |
dargestellt werden, worin p,, p,,... Pimzahlensind, k;,K,,...,k; € N durch n bestimmte

Exponenten. Diese Darstellung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Faktoren.

vollstandige Induktion. L. A(1) richtig (der Induktionsbeginn)
Il. unter der Annahme, dafR A(n) richtig ist (die
Induktionsvorraussetzung) ergibt sich die Richtigkeit von
A(n+1) (der InduktionsschluR)
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1.2 Die ganzen Zahlen

Gruppe. Eine Menge von Objekten mit einer binaren Operation fir die jene vier Forderungen
erflllt sind: l. Die Addition + ist eine binare Operation
Il. Die Addition + ist assoziativ
M. Es gibt ein ,,neutrales* Element Null, neutral im Sinne von
a+0=0+a=a furjede Zahl a
V. Zu jeder Zahl a € Z gibt es ein ,,inverses* Element —a, inversim dem
Sinne, dass a+(—a)=(-a)+a=0 ist,

heillt allgemein eine Gruppe.

Teilbarkeit. Zwei Zahlen sind relativ prim, wenn 1 und -1 ihre einzigen gemeinsame Teiler sind.

Ring. Eine Menge von Objekten mit zwei binaren Operationen ,,plus“ und ,,mal“, bezlglich
»plus® eine kommutative Gruppe, bezluglich ,,mal* eine Halbgruppe und ,,mal“ distributiv

gebenuber ,,plus”, heiflt ein Ring.

kommutativer Ring. Ist mal in einem Ring kommutativ, so spricht man von einem

kommutativen Ring.

Ring mit Einselement. Gibt es beziiglich der Multiplikation ein neutrales Element, d.h. ein

Element 1, fir welches a-1=1-a =a gilt, so spricht man von einem Ring mit Einselement.

Integritatsbereich. Ein kommutativer Rind, in dem (beziuglich der Operation ,,mal*) die

Kirzungsregel gilt, heillt ein Integritatsbereich.
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1.3 Die rationalen Zahlen

Schiefkdrper. Sind auf eine Menge von Objekten zwei binare Operationen plus und mal
gegeben, und ist mal distributiv gegeniber plus, so spricht man von einem Schiefkorper,
wenn: L. die Objekte bilden mit plus allein eine kommutative Gruppe

Il. die Objekte(ohne das neutrale Element 0 beziiglich plus) mit mal allein

eine Gruppe bilden.

Korper. Schiefkdrper und mal ist kommutativ.

1.4 Die reellen Zahlen

Definition. Jedem unendlichen Dezimalbruch entspricht ein Punkt auf der Zahlengeraden und

umgekehrt.

Definition. Jeder unendliche Dezimalbruch heifl3t eine reelle Zahl.

Satz (Existenz der n — ten Wurzel). Zu jeder reellen Zahl a > 0 und zu jeder natirlichen Zahl n

gibt es genau eine positive reelle Zahl, welch die Gleichung X" = a I6st.

Axiom des Archimedes. Zu je zwei reellen Zahlen x >0 und Yy >0 gibt es stets eine Zahl

neN mit
nx>y.
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X} X(X=1)(x=2)..(x-n+1)
n) n!

Fakultat und Binomialkoeffizient.

1.5 Mengen

Definition. Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlunterschiedener Objekte
unserer Anschauung oder unseres Denkens — welche die Elemente der Menge ganannt

werden - zu einem Ganzen.

Definition. Sind A und B zwei Mengen, so heit A eine Teimenge oder Untermenge von B
und B eine Obermenge von A, wenn jedes Element von A auch Element von B ist,

symbolisch Ac B oder Bo A.

Definition. Es seien A und B zwei Mengen. Dann heilt die Menge

AUB:={x|xe AvxeB} die Vereinigungvon A und B,
ANB:={x|xe AaxeB} derDurchschnittvon A und B,

A\B:={x|xe Aarx¢B} die Differenzvon A und B.

Die Differenz beziiglich einer Grundmenge X fur A (A< X) heikt das Komplement von A
in X,
C,A=X\A
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Definition. Sind A und B zwei nicht — leere Mengen, so heilt die Menge aller geordneten

Paare (a,b) mit a € A und b € B das kartesische Produkt von A und B, sybolisch

AxB={(a,b)|aeA/\beB}.

Definition. Sind A, A,,..., A, beliebige nicht - leere Mengen, so versteht man unter dem
kartesischen Produkt dieser Mengen
AxAx.xA ={(a,a,..a,) |3 €A}

die Menge aller geordneten n - Tupel von Elementen aus allen ,,Faktoren“ A .

Definition. Eine nicht - leere Menge M < R heil’t nach oben beschrankt, wenn es eine Zahl
beR gibt, sodaR

vVxeM = x<bh.
Jede solche zahl b heiRt eine obere Schranke fiir M . Die Menge M heilt nach unten
beschrankt, wenn es eine Zahl a € R gibt, sodaR

vVxeM = x>bh.
Jede solche Zahl heil’t eine untere Schranke fir M . Die Menge M heit beschrankt, wenn
sie sowohl nach oben als auch nach unten beschrénkt ist, wenn also zwei Zahlen a,b e R
existieren mit

VxeM =a<x<h.

Ist eine Menge M < R nicht beschrankt, so heilt sie unbeschrankt.

Satz (Existenz des Infimums und des Supremums). Ist eine nicht - leere Menge M < R nach

oben beschrankt, so existiert SUp M , ist M nach unten beschrankt, so existiert inf M .

Satz. Ist M < R nach oben bzw. nach unten beschrankt, so ist
MO]supM —¢&,supM + &[0 bzw. M(]inf M —¢,inf M + ¢[#0
und

CMN]supM —¢&,supM + [0 bzw. CM]inf M —¢,inf M + ¢[#0

fur jede zahl ¢ > 0.
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Definition. Ist M < R nach oben beschrankt und supM € M , so heit SUp M das Maximum

von M , symbolisch max M .Ist M nach unten beschréankt und inf M € M | so heit inf M

das Minimum von M , symbolisch min M.

1.6 Relationen

Definition. Es sei A# 0 eine Menge. Dann heift eine nicht - leere Teiimenge R < Ax A eine
binare (zweistellige) Relation. Ist (a,b) € R, so sagt man, a € A stehtin Relationzu b e A,

symbolisch aRb.

Definition. Eine Relation R < Ax A heift

. reflexiv: Vae A= (a,a)eR

Il symmetrisch: (a,b)eR=(b,a)eR

Il antisymmetrisch: (a,b)eRA(b,a)eR=a=hb

V. transitiv: (a,b)eRA(b,c)eR=(a,c)eR

Definition. Eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation heifit eine Halbordnung.

Definition. Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation heiflt eine Aquvalenzrelation.

Aquivalezklasse: Ist @ € A so konnen alle Elemente X € A mit X ~a zu einer Menge
zusammengefasst werden: [a] = {X| X ~ a}. Eine solche Menge heilt eine Aquivalenzklasse

(bezuglich R) und a ein Vertreter.
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1.7 Abbildungen und Funktionen

Definition. Es seien D und B zwei nicht - leere Mengen. Dann heilit eine Vorschrift f , die
jedem Element X € D ein wohlbestimmtes Element Yy € B zuordnet, eine Abbildung von D

in B.Ist B eine Zahlenmenge, so spricht man auch von einer Funktion auf D .

Definition. Es seien D und B zwei nicht — leere Mengen. Dann heilt eine Teilmenge

F < D x B eine Abbildung von D inB,wenn
e VXxeD=3yeBA(X,Yy)eF (jedem x e D wird wenigstens ein
y € B zugeordnet),
e (X,¥Y)eFA(X,y")eF =y =y"(einem Element X € D wird héchstens ein

Element y € B zugeordnet).

Definition. Eine Abbildung f : D — B heilt
e surjektiv & f(D)=B
e injektiv & f(x)= f(X") = x'=X" oderlogisch dquivalent
X'#X"= f(X')# f(x") (wenn ungleiche Argumente ungleiche Bilder haben)

¢ bijektiv, wenn sie sowohl surjektiv als auch injektiv ist.

Satz (Existenz der Umkehrbildung). Die Abbildung f : D — B ist genau dann durch

f1:B— D umkehrbar, wenn sie bijektiv ist.

1.8 Die euklidische Ebene

trigonometrische Funktionen.
cos’p+sin“p =1,
|cose <1, |sing <1,
sing _ COSg

tang .=——, cotep :'=———
Cos @ sing
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Additionstheoreme 1. Art.
cos(a + ) =cosacos S Fsinasin S,
sin(a = B) =sinacos B £ cosasin S

Verdopplungsformeln.
sin2a = 2sina cosa,

cos2a = cos* a —sin’ a

Additionstheoreme 2. Art.

sina+sinﬁ:25ina+’gcosa_ﬂ,
2 2

COSa+COSﬂ=2COSa;'BC03a;ﬂ,

COSa—COSﬂz—ZSina;ﬂSina;ﬁ

zuséatzliche Gleichungen.

sinacos B = %(sin(a + B)+sin(a - B)),
COSQCOS 3 = %(cos(a + ) +cos(a - ),

sinasin g = 1 cos(a — ) —cos(a + )
2( )

1.9 Die komplexen Zahlen

Konjugium.  z=Rz+ j3z:=Rz— |3z

~

Sz
Argument einer komplexen Zahl. argz= arctanmf
YA
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Polardarstellung. z=|z|(cosg + jsing)

Potenzen. 2" =|z[" (cosng + jsinng)

Moivresche Formel. (cos¢ + jsing)" = (cosng + jsinng)

1.10 Polynome und rationale Funktionen

Fundamentalsatz der Algebra. Jedes nicht — konstante komplexe Polynom hat im Kérper C

wenigstens eine Wurzel.

Satz. Jedes komplexe Polynom p(z) kann in der Form

p(z) = ao(z - Zl)vl(z - Zz)vz---(z - Zs)vS

dargestellt werden; die Summe der Vielfachheiten der Wurzel ist der Grad des Polynoms.

Satz (Partialbruchzerlegung). Eine echt gebrochene rationale Funktion ist die Summe aller

Hauptteile der Wurzeln ihres Nenners,

%: H(z,z))+H(z,2,)+...+ H(z,Z,).
Horner Schema. p({)=a,+<b, ,
a, & a, .. a
< +¢hy +¢b .. +b
h, b b, .. b
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2 Grenzwert und Stetigkeit. Elementare Funktionen

2.1 Funktionen reeller Veranderlicher

Definition (Periodische Funktionen). Eine Funktion f : IR — R heiRt periodisch, wenn eine
positive Zahl T existiert, sodal
VxeR= f(x+T)=f(x).

Die kleinste solche Zahl T wird die Periode von f genannt.

Definition (Monotone Funktionen). Eine reelle Funktion f einer reellen Veranderlichen heilt
e monoton wachsend, wenn X, < X, = (%) < f(X,);
e monoton fallend, wenn X, > X, = f(x) > f(X,);
e streng monoton wachsend, wenn X, < X, = f(x,) < f(x,);

e streng monoton fallend, wenn X, < X, = f(x) > f(x,).

satz. Ist f : D — B streng monoton, soist f injektiv.

Satz (Existenz der Umkehrfunktion). Ist | = R einIntervallund f: 1 - R, soist f genau
dann umkehrbar durch eine Funktion g:W(f) —> | ,wenn f auf | streng monoton ist. Die

Umkehrfunktion ¢ ist streng monoton im gleichen Sinn wie f .

2.2 Zahlenfolgen

Definition. Eine Abbildung f :N —> R (bzw. C) heiRt eine reelle (bzw. komplexe)

Zahlenfolge.
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Definition. Eine (reelle oder komplexe) Zahlenfolge (Xn) heil’t beschrankt, wenn

EICE]R/\VneN:|Xn|SC.

Definition. Eine reelle Zahlenfolge (X,) heilt

« monoton wachsend, wenn ¥neN = x_ <X, symbolisch (x ) T;#

« monoton fallend, wenn ¥Yne N = x_>x_,, symbolisch (x,);

e streng monoton wachsend, wenn Vne N = X <X ,;;

e streng monoton fallend, wenn Vne N = X, > X_,;;

Definition. Eine Zahl ¢ € R(e C) heiRt ein Haufungswert der reellen (komplexen) Zahlenfolge

(X,), wenn in jeder Umgebung von ¢ unendlich viele Glieder der Folge liegen.

Satz von Bolzano. Jede neschrankte (reelle oder komplexe) Zahlenfolge hat mindestens einen

Haufungswert.

Satz. Jede (reelle oder komplexe) Zahlenfolge besitzt mindestens einen (eigentlichen oder

uneigentlichen) Haufungswert.

Definition. Eine (reelle oder komplexe) Zahlenfolge (Xn) heilt konvergent, wenn sie nur einen

einzigen Haufungswert C(C € R oder ¢ € C) besitzt, und zwar einen eigentlichen. Wir
schreiben hieflr

limx, =c

n—o0

und nennen diesen Haufungswert den Grenzwert der Folge (X,) ; ist dabei ¢ =0 so heifit

(x,) eine Nullfolge. Ist eine (reelle oder komplexe) Zahlenfolge nicht konvergent, so heildt sie

divergent.
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Definition. Ist (Xn) eine divergente reelle Folge und ist 0 bzw. —oo ihr einziger Haufungswert,

so heilt sie bestimmt divergent gegen o0 bzw. —o0, symbolisch

limx, =0 bzw. =—co.

n—oo
Ist eine Zahlenfolge nicht bestimmt divergent, so heilt sie unbestimmt divergent.

Fur eine komplexe Zahlenfolge gibt es nur o als einzigen uneigentlichen Haufungwert.

Satz. Eine (reelle oder komplexe) Zahlenfolge (Xn) ist genau dann konvergent mit dem

Grenzwert C, wenn zu jeder Zahl ¢ >0 eine (i.a. von & abhangige Zahl) n, € N existiert,
sodaf

vneNAn>n, =[x, -Ccke.
Eine reelle Zahlenfolge ist genau dann bestimmt divergent gegen o« bzw. —o0, wenn es zu

jederzahl LeR (i.a. von L abhagige) Zahl n, e N existiert, sodaR,

vneNAan>n, =X, >L bzw. x, <L.

Satz. Ist (X,) eine (reelle oder komplexe) konvergente Zahlenfolge, so ist (X,) beschrankt. Ist

C ihr Grenzwert, so ist die Folge mit den Gliedern X, —C eine Nullfolge.

1
Satz. Ist (X,) bestimmt divergentund X, # 0, so ist die Folge [—j eine Nullifolge.
X

n

Satz von Cauchy. Die Folge (Xn) ist genau dann konvergent, wenn zu jeder Zahl € > 0 eine
(.,a. von ¢) abhangige Zahl n, € N existiert, sodaR

vnmeNAnm>n, =|x, —X, K&
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Satz (Vertraglichkeit der Grenzwertbildung mit den Grundrechnungsarten). Seien (Xn) und
(y,) konvergente Folgen. Dann gilt:
lim(x, £y, )=lim(x )+lim(y,),
n—oo n—o n—oo
lim(x, - y,) =lim(x,)-lim(y,),
n—o0 n—o0 n—o0
lim(x )
. X .
lim| 2o |= D= y, #0, lim(y,)#0,
ol Yo ||m(yn) n—ow
n—oo
lim(x,)" = (limx )",
n—owo n—o

lim|x_ = limx_|.
n—oo n—oo

Satz (Vertraglichkeit der Grenzwertbildung mit der Real- und Imaginarteilbildung). Eine

komplexe Folge (z,) ist genau dann konvergent, wenn die Folge (Rz,) ihrer Realteile und
die Folge (3z,) ihrer Imaginarteile konvergiert, es gilt

limz, =limRz, + jlim3z,.

n—o0 n—o0 n—oo

Satz (Vertraglichkeit der Grenzwertbildung mit der Relation <). Es seien (X,) und (Y,)

konvergente Folge mit X, <Y, (zumindest fir N > n, € N). Dannist auch limx, <limy, .
nN—o0

n—ow

Satz (Vergleichskriterium). Es seien (a,),(b,) und (x,) drei Folgen, wobei a, < X, <b,
(zumindest fur n > n, € N)) gelten moge. Sind die Folge (a,) und (b,) konvergent mit dem

selben Grenzwert C:lima, =limb, =c, so ist auch die Folge (X,) konvergent mit dem

n—oo n—oo

Grenzwert C,

limx, =c.

n—oo

Hauptsatz fur monotone Folge. Eine monotone Folge (wachsend oder fallend) ist genau dann

konvergent, wenn sie beschrankt ist.
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Eulersche Zahl. Iim(1+1j =lim Zi:e

n—o n n—w = |

m

a) " a
lim| 1+= :ea:IimZ— aeR
n—o n neoomzom!

Definition. Sei (Xn) eine reelle Zahlenfolge, H die Menge ihrer (eigentlichen und
uneigentlichen) Haufungswerte. Dann heif3t

liminf x, :=inf H, limsupx, :=supH

n—oo

die untere bzw. obere Haufungsgrenze der Folge (X,) .

2.3 Grenzwert und Stetigkeit von Funktionen

Definition (Stetigkeit). Die Funktion f : 1 — R heift stetig im Punkt X, € | , wenn

fim £ (x) = £ (x,).

Satz (Folgenkriterium). Die Funktion f hat an der Stelle X, genau dann einen Grenzwert,
wenn die Folge (f(x,)) fur jede ,zulassige” Folge (X, ), d.h. fir jede Folge (x,) mit
X, # Xq, X, = X,, konvergent ist.

— X,

n

Esist dann lim f(x) =lim f(X,), X, #X,, X
X—>Xp n—o0

Satz (Stetigkeit zusammengesetzter Funktionen). Ist die Funktion Z = g(X) stetig an der Stelle
X,, Y = T(2) stetigin y=0g(X,), so ist die zusammengesetzte Funktion (f o g)(x) = f(g(x))

stetig in X, .
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Satz (Stetigkeit der Umkehrfunktion). Ist f : | — R auf dem Intervall | streng monoton in

X, € | stetig, so ist die Umkehrfunktion f*: f (1) — I im Punkt y, = f(X,) stetig.

Satz (Vorzeichen einer stetigen Funktion). Ist f : | — R stetigin X, und f(X,)#0, so hat

f (X) in einer gewissen Umgebung von X, dasselbe Vorzeichen wie f(X,).

Definition. Existiert der linksseitige Grenzwert von f an der Stelle X, und gilt f(X,) = f(—X,)
so heit f linksseitig stetig in X, , existiert der rechtsseitige Grenzwert an der Stelle X, und ist

f(X,) = f(X,+),s0 heikt f rechtsseitig stetig in X, .

Wachstumsvergleich. Es sei f (X) in einer Umgebung von X =0 definiert und |ing f(x)=0.
X—>

Existiert eine Zahl h e N, sodaR

IimLz()=A¢0

x=>0 ¥

ausfallt, so sagt man, f(X) strebt von der Ordnung n gegen Null, denn fur kleine X ist
f (x) » AX". Existiert eine Zahl n € N m sodaR

. f(x . f(x
Im# =0 existiert, nicht aber |Im%,
x=>0 X x—=>0 X

so sagt man, f(X) strebt von héherer als n — ter Ordnung gegen Null.

Satz (Vertraglichkeit der Grenzwertbildung mit den Grundrechnungsarten). Es seien f und g

reelle Funktionen. Existieren die Grenzwerte lim f (x) und limg(x), so gilt
X—e X—>e

lim(f (x) £ g(x)) = lim(f (x)) + lim(g(x)),
lim(f (x)- g(x)) = lim(f (x))-lim(g(x)),
. (f(x)j lim(f (x))
lim = X2

=L g(x)) lim(g(x)
lim(f (X)) = (lim f (x))",
lim | £ (%) = lim £ (x) .

. 9(x) %0, lim(g(x)) =0,
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Elementare Funktionen.

Satz. Sind die Funktionen f und g stetig an der Stelle X,, so sind die Funktionen

f+g,f -g,é(g(xo) #0), f" (reQ) und | f | stetigin X,.

Satz (Allgemeiner Zwischenwertsatz). Ist | ein Intervall und ist die Funktion f : 1 - R auf |

stetig, soist J(1) = f (1) ein Intervall.

Satz (Spezieller Zwischenwertsatz). Ist f :[a,b] &> R stetig auf [a,b] und gilt f(a)f(b)<0,so

existiert eine Stelle & €]a,b[ mit (&) =0.

Definition. Sei f:D >R, W = (D). Ist supW €W , also maxW =supW , so heift

maxW das Maximum von f auf D max f(X) := maxW .
Xe

Ist infW eW , also minW =infW , so heitt minW das Minimum von f auf

D: miDn f(x) :=minW .

Satz von WeierstraR. Ist f :[a,b] > R stetig auf [a,b], so existiert das Minimum und das

Maximum.

2.4 Die elementaren Funktionen

komplexe Exponentialfunktion. e = "I — gl gl
e’ :=cosp + jsing
e’ =e"(cos 3z + jsin3z)

|e* |=e™, arge’ =3z
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2. Grenzwert und Stetigkeit.
Elementare Funktionen.

Satze und Definitionen — Mathematik |

komplexer Logarithmus. Inz=In|z|+j(argz +2kx)

Satz. Die komplexe (natirliche) Exponentialfunktion exp(z) = e* ist fur z € C definiert, ihr

Wertebereich ist C\ {0} und sie ist periodisch mit der Periode 27 j.

unimodular. Eine Zahl z € C wird unimodular genannt, wenn |z |=1

reelle trigonometrische Funktionen.
cos: R —>[-11],
sin: R —>[-11],

tan:R\{X|X=%+kﬂ',k€Z}—)R,

cot: R\{x|x=kz,keZ} >R

komplexe trigonometrische Funktionen.

coSz :=%(e"Z —e‘jz), arccosz =—jlIn(z++z* -1)

sinz :=2i(e"Z —e‘jz), arcsinz =—jIn(jz++1-12%)
J

_ sinz 1 1+ jz
tanz:=——, arctanz=—In .
C0sz 2] 1-jz

. Ccosz 1, jz-1
cotz:=——, arctanz =—1In-=
sinz 2] Jjz+1

hyperbolische Funktionen.

1,4 —X
cosh x ::E(e +e )

; 1, —X
sinh x ::E(e —e )

tanh x ;= sinh X
cosh x
coth x := Cf)Sh X
sinh x

arcoshz:= In(z+x/z2 —1), zeC
arsinhz:= In(z+\/1—zz), zeC

artanhz::lln“—z, z#t1
2 1-z

arcothz::llnz—_l, 7#+1
2 z+1
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Elementare Funktionen.

cosh x +sinh x =e*, cosh? x —sinh®*x =1

sinz =sin‘Rz-cosh 3z + jcos®Rz -sinh 3z
C0SZ = C0S*Rz - cosh 3z — jsin Rz -sinh 3z

Additionstheoremen 1. Art.

cosh(a * ) = cosh ecosh g +sinh asinh g,
sinh(a £ ) =sinh a cosh S + cosh asinh g

Verdopplungsformeln

sinh2¢ = 2sinh ¢ cosh o,
cosh 2« = cosh? & +sinh? &

Additionstheoreme 2. Art.

sinha +sinh = 2sinh &8 cosh 2= 8

cosh & +cosh 8 = 2cosh a;ﬂcosha;ﬁ

cosh a —cosh g8 = —2sinh a;ﬂsinh a;’B
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3 Differentialrechnung

3.1 Die Ableitung

Definition (Differenzierbarkeit). Es sei die Funktion f in einer Umgebung von X, definiert.
Existiert eine Zahl A€ R und eine Funktion &(h) mit Ll_r]g g(h) =0, sodaR
f (%, +h) = f(x,)+ Ah+he(h),
so heift die Funktion f in X, differenzierbar; die Zahl A wird ihre Ableitung in X, genannt, in
Zeichen f'(X,) = A. Die ganze lineare Funktion
X F(%) + F/(%)(X=%)

wird der lineare Anteil von f an der Stelle X, genannt.

Satz. Die in einer Umgebung der Stelle X, definierte Funktion f ist an der Stelle X, genau

dann differenzierbar, wenn der Grenzwert des Differenzenquotienten

lim f(X0+h)_ f(XO) = lim f(X)— f(XO) — IlmﬂzA
h—0 h X—>Xo X=X, Ax—0 AX

d
existiert, der dann auch der Differntialquotient d_y genannt wird.
X

Satz. Ist die Funktion f in X, differenzierbar, so ist sie in X, stetig. (Die Umkehrung ist naturlich

nicht richtig, denn sonst ware stetig und differenzierbar ein und dasselbe!)

3.2 Differentiationsregeln

Satz. Sind f und g zwei an der Stelle X, differnzierbare Funktionen, so

(f£a)(x,)=f(x,) £ d(x,) (Summen-bzw.Differnzenregel),
gilt(f - g) (%,) = F'(%,)a(X,) + f(X,)9'(%,) (Produktregel),

(ij () = F)06) - )G
[9(x,)]

o) (Quotientenregel).
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Satz (Kettenregel zur Differentiation zusammengesetzter Funktionen). Es seien Z = g(X) in X,

und y =1f(z) in z, = g(X,) differenzierbar. Dann ist die Zusammensetzung (f o 9)(X) in X,
differenzierbar, es gilt die sogenannte Kettenregel

(fo9) (%) = F(z5)g'(%,) = F(9(x,))g'(X,)-
In der ,,Differentialschreibweise* nach LEIBNIZ lautet sie

dy _dydz
dx dzdx’

d
als wéare der ,,Quotient* d_y mit dz ,,erweitert” worden.
X

Satz (Differentation der Umkehrfunktion). Es sei Y = f(X) und X = g(y) die Umkehrung von f.
Ist f in X, = O(y,) differenzierbar und ist f'(x,) # 0, so ist die Umkehrfunktion g(y) in
Y, = f(x,) differenzierbar, es gilt

11
(%) f(alyo))

a'(y,) =

Satz (Logarithmische Differentiation). Sind die Funktionen f und g in einer Umgebung von X,
definiert, in X, differenzierbar und ist f(x,) > 0, so ist die Funktion f9 um X, definiert und in

X, differenzierbar, ihre Ableitung ist

(F9) (%) = (fgxxo)[g'(xo)lnf(xo) N g(xo)%}-
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3.3 Differentiation der elementaren Funktionen

f(x) f'(x) f(x) f'(x)
X2 a-x**t C 0
1
a" a*Ina log, X , x>0
xIna
1
e¥ e* In x —, x>0
X
. . 1
sin x COS X arcsin x —— Ixk1
1-x
) 1
COs X —sinx arccos x - |x|<1
1-x
tan x — =1+tan”x arctan x -, XeR
COS“ X 1+x
1 2
cot x -———=-1-cot"x | arccotX - -, XeR
sin” x 1+x
sinh x cosh x arsinh x ——,
VxZ+1
. 1
cosh x sinh x ar cosh x — x>1
x° =1
1 2
tanh x ———=1-tanh"x | artanhx = | Xkl
cosh” x _
1 2
coth x —~———=1-coth"x | arcothx = | X1
sinh” x 1

3.4 Differential und Differentialquotient

Definition. Der Zuwachs des linearen Anteils als Funktion des Argumentenzuwachses

h = AX = X — X, heilt das Differentials von f an der Stelle X,,

dy = f'(x,)Ax.
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3.5 Der Mittelwertsatz

Satz von Rolle. Essei f :[a,b] > R auf [a,b] stetig, auf ]a,b[ differenzierbar und

f(a) = f(b). Dann gibt es eine Stelle & €]a,b[ mit f'(£)=0.

Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Ist f :[a,b] —> R stetig auf [a,b], differnzierbar auf
]a,b[, so gibt es eine Stelle & €]a,b[ mit

f(b) - f(a)

(6 =——

Satz.Ist | einIntervall f:1 > R auf | differenzierbarund f'(x) =0 fur x el ,soist f auf

| konstant.

Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Sind die Funktion f,Q stetig auf
[a,b], differenzierbar auf ]a,b[ undist g(a) = g(b), g'(x) =0 fur x €]a,b[, so gibt es eine
stelle & €]a,b[ mit

fb)-f@) _ 1)
g(b)-g(@) 9'(©)

3.6 HoOhere Ableitungen

Regeln zur Bildung der héheren Ableitungen. Von den Regeln zur Bildung der Ableitungen

héherer Ordnung lassen sich nur die Summen-, Differenzen- und Produkt — Regel Gibertragen:

(f+9)™ ()= ") +g™(x),
(cf)™M(x) =cf M(x), ceR,

(f-g)(x) = i(ﬂjf“(x)g“““(x).

Die letzte Regel wid auch LEIBNIZSCHE - Produktregel genannt.
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3.7 Die Taylorsche Formel

Satz.Essei f :1 = R in einer Umgebung der Stelle X, € | n-1 - mal differenzierbar, in X,

mdge die Ableitung von f "™ (X) existieren. Ist dann

nog (k) , . -
p(hy = ok gy T TH0) o T ()
k=0 k! 1! 21 nl

S0 ist

(% +h) = p(h) +h"&(h), lime(h) =0.

Satz von Taylor. Es sei die Funktion f : 1 — R im Intervall | n+1 - mal differenzierbar. Dann

gilt fur eine geeignete Zahl 0 < 9 <1

oY (%),k
f(x,+h)= 4hk' + R, (X,,h),
k=0 :

die sogenannte Taylorsche Formel, mit

£OD 0+ 8h) o

(Lagrange),
n+1)!
Rn(XO' h) = f (n+l() ) 9h
#(1_ G Mh"™ 1<m<n+1, (Cauchy).
mn!

Der Ausdruck R, (X,,h) wird das Restglied zur Taylorschen Formel genannt.

3.8 Relative Extremwerte

Definition. Sei | c R einIntervallund f : | — R . Man sagt, die Funktion f hatin X, ein
relatives Maximum, wenn eine gewisse ¢ -Umgebung U; = ]X0 -0, %+ 5[ c | existiert und
fur X eU; stets f(x) < f(x,) gilt. Man spricht von einem relativen Minimum, wen

f(x)> f(x,) fur xeU; ist.
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Satz.Ist f:1 >R, X, €l Ort eines relativen Extremums der Funktion f undist f in X,

differenzierbar, so ist f'(x,) =0.

Satz.Eshabe f:1 >R in X, €|X,—8,% +5[ = | eine verschwindende Ableitung. Ist die
erste in X, nicht verschwindende Ableitung der Funktion f von gerader Ordnung 2n, so
liegtin X, ein relatives Extremum vor. Ist " (x,) >0, so handelt es sich um ein relatives

Minimum, ist f“”(x,) <0, so handelt sich um ein relatives Maximum.

3.9 Unbestimmte Formen

oo 0 . . o
Satz (Erste Regel von De L Hopital fur — — 6). Ist lim f (x) =1limg(x) =0 und existiert der
g

. f’ . f . f L f
Grenzwert lim—, so existiert auch der Grenzwert lim—, es gilt lim—=lim—.

g

f o0 . .
Satz (Zweite Regel von De L Hopital fir — — —). Ist lim f (x) =lim g(x) = o0 und existiert der
g oo

N . f o f
Grenzwert lim—, so existiert auch der Grenzwert lim—, es gilt lim—=lim—.

g 9

3.10 Kurvenuntersuchungen
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3.11 Numerische Gleichungslésung

Definition. Sei @ : | — R . Dann heiRt die Funktion @ Lipschitz - stetig auf | , wenn eine zZahl
L e R existier, sodaR
X, X, € 1 = O(X) —D(X,) S L% =X, |-

Die Zahl L heift eine Lipschitz — Konstante.

Fixpunktsatz von Banach. Es sei die Funktion @ : [a,b] - R auf [a, b] Lipschitz — stetig mit der
Lipschitz - Konstanten L . Bildet die Funktion @ das Intervall [a, b] auf sich ab:
cb([a,b]) c[a,b], und gilt L<1,so hat ® auf [a,b] genau einen Fixpunkt &. Fiir X, €[a,b]

konvergiert die Naherungsfolge (X,), X,,, = ©(X,), gegen diesen Fixpunkt. Es gilt

n+1

e |x,—¢<L"(b-a) (a-priori-Abschatzung)

Lk+l
1-L

o X =€l X, =X, 4|  (a-posteriori-Abschatzung)

3.12 Polynominterpolation

Satz. Interpoliert das Polynom p die Funktion f :[a,b] > R in den Stellen

a=X,<X<..<X,=b undist f aufdem Intervall [a,b] zumindest (n+1) -mal

differenzierbar, so gilt

f(x)—p(x):ﬁ(x—x)% xe[a,b], £elab|
k=0 ‘ (n+t o o
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4 Integralrechnung

4.1 Das bestimme Integral

Satz. Ist die Funktion f :[a,b] > R stetig auf [a,b], so existiert der Grenzwert limR(f, &) fur
n—oo

jede ausgezeichnete Zerlegunsfolge (§n) unabhangige von der Auswahl der

Zwischenstellen.

Definition. Der Grenzwert Riemannscher Summen R(f,¢&) einer auf dem Intervall [a, b]
stetigen Funktion f fur eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge (§n) heilit das bestimmte

Integral von f ber [a,b] , sybolisch nach LEIBNIZ

limR(f,&,)=1imY" f (£)Ax :T f (x)dx.

Die Zahlen a,b heiRen die Integrationsgrenzen, a die untere und b die obere. X heilt die
Integrationsvariable und ist wie der Summen- und Produktzeiger eine gebundene Variable.

Das Intervall [a,b] wird auch das Integrationsintervall genannt.

b a
Definition. j f(x)dx = — j f (x)dx
b

a

T f(x)dx:=0

a
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4.2 Die Mittelwertsatze

Mittelwertsatz der Integralrechnung. Ist f : [a, b] — R stetig auf [a, b] , so gibt es eine Stelle

e ]a,b[ mit

j f(x)dx = f(&)(b-a).

a

Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Integralrechnung. Es seien die Funktionen

f :[a,b] —->R, g: [a,b] — R stetig auf [a,b] . Wechselt die Funktion g ihr Vorzeichen auf

[a, b] nicht, so gibt es eine Stelle & € ]a, b[ mit

[ £00g()dx = f(&)] g(x)dx.

a a

4.3 Integrale mit variablen Grenzen. Stammfunktionen

Definition. Es sei f :[a,b] — R stetig auf [a, b] . Eine auf [a, b] (stetig) differenzierbare

Funktion F heiRt Stammfunktion von f auf [a,b] ,wenn F'(x) = f(x) fur x e[a,b] gilt.

Satz. Sind F und G zwei Stammfunktionen von f auf [a,b] , SO unterscheiden sie sich um

eine Konstante,

F'(x)=G'(x) = f(x) = F(x)-G(x)=C.
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4.4 Das unbestimmte Integral

Definition. Sei f : 1 — R stetig auf dem Intervall | . Die Gesamtheit aller Stammfunktionen

von f auf | heiRt das unbestimmte Integral von f auf | , symbolisch
.[f(x)dx:F(x)+C, xel,

mit einem ,,Vertreter* F fur alle Stammfunktionen von f auf | .

4.5 Der Fundamentalsatz

Fundamentalsatz der Integralrechnung. Ist F eine Stammfunktion von f auf dem Intervall
[a, b] , SO st

T f(x)dx = F(b) - F(a).

a

4.6 Das Integral komplexer Funktionen

Definition. Ist {(t) stetig auf [a,b], so existiert das Integral des Real- und Imaginérteils,

[¢ydt:=[&®dt+ j[n(t)dt

wird das bestimmte Integral der komplexen Funktion £ (t) genannt.
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4. Integralrechnung

Definition. Ist {'(t) stetig auf [a,b], so heit8 die Gesamtheit aller Stammfunktionen von ¢ das

unbestimmte Integral der Funktion ¢, symbolisch
j ctydt=2z(t)+C

Mit einem Vertreter Z aller Stammfunktionen fur § auf [a,b].

4.7 Methoden der unbestimmten Integration

f(x) [ f(dx f (x) [ f()dx
X? L et axa e* e’
a+1
1
= In x a* —a’
Ina
. 1 .
sin x —CO0S X , |xkkl arcsin x
1-x
) 1
COS X sin x — Xkl arccos x
1-xX
) 1
>—=1+tan" x tan x >, XeR arctan x
COS“ X 1+ X
2 1
-———=-1-cot"x | cotx —, XeR —arccot x
Sin“ X 1+
. 1 )
sinh x cosh x = , XeR arsinh x
X +1
) 1
cosh x sinh x —, x>1 ar cosh x
X -1
1 2
—=1-tanh*x | tanhx = | Xkl ar tanh x
cosh® x 1-
1 ) 1
————=1-coth" x | cothx = X1 ar coth x
sinh” x 1-x
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Aquivalente Umformung. Umformung des Integrals, unter Einhaltung der Rechenregeln, auf

Grundintegrale.

Variablensubstitution. Ist F eine Stammfunktion von f, g eine beliebige Funktion, so gilt

S F(300) = f(g()g'(x) und somi

[ (909’ (x)dx = F(g(x)+C.

Partielle Integration. Sind U und v auf | stetig differenzierbare Funktionen, so ist

(uv)' =u'v+uv' und daher

ju(x)v'(x)dx =u(x)v(x)— _[ u'(x)v(x)dx

beziehungsweise

Tu(x)v’(x)dx = [u(x)v(x)]z -~ T u'(x)v(x)dx.
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4.8 Numerische Integration

Satz (Fehleranalyse der Newton — Cotes — Quadratur). Sei die Funktion f : [a,,b’] — R stetig
differenzierbar bis einschlieflich der (geraden) Ordnung 2m+2 > 2. Ist Q(h) die

Quadraturformel fur 2m +1 oder 2m + 2 Stitzstellen einschlieRlich der Intervallenden, also

2m _
(B-a) 7 f(a+jh),  fir2m+1Stitzstellen,h = ﬁz @
j=0 m

2m+1 ﬂ—a

- f ih), fir 2m + 2 Stiitzstellen, h =
CRUDNAICEIY + I

Q(h)=

so gilt mit geeignetem ¢ € ]a,ﬂ[

B
£ f (x)dx :Q(h)+(ﬁ—a)2m*aﬁ fema) 2y
mit
L T )(x)dx—fxﬁ(x—ijdx bei 2m +1
‘ (ﬂ_a)2m+3a 0(q —O = 2m

1 A L om+1 K .
WIQ(X)dX=IH(X—2m+JdX bei2m +1
_ ) 1

Stutzstellen.

Trapezregel und Eulersche Forlmel. (2 Stitzstellen) Die Interpolation durch eine ganze lineare
Funktion bedeutet Approximation des Inhaltes eines ebenen Normalbereiches durch den
Inhalt eines Trapezes.

B

jf(x)olxz(ﬂ_a)%[f(a)Jr f(8)]

a

Die Summation Uber alle n - Teilintervalle wir auch als Eulersche Formel bezeichnet:

Tf(x)dx:E(h):zh{%f(a)+ fa+h)+..+ f(b—h)+%f(b)} h:b‘Ta

a

b-a
Fehler: F <h?—max
12 asx<b

£(x)|
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Keplersche Faliregel und die Simpsonsche Formel. (3 Stutzstellen)

Keplersche FaRregel: f f(x)dx = p g d [ f(a)+4f [a er 'BJ + f (,B)}

(24

Die Summation Uber alle n — Teilintervalle wir auch als Simpsonsche Formel bezeichnet:

{f(a)+4f(a+h)+2f(a+2h)+4f(a+3h)+2f(a+4h) } he b-a

2f(b—4h)+4f(b—3h)+2f(b—2h)+ f(b—4h)+ f (b) o

j f (x)dx ~ S(h) := o

a

Fehler: F <h* b_—a max
180 a<x<b

f(4)(X)‘

3/8 Regel und Newtonsche Formel. (4 Stutzstellen)

3/8 Regel: ff(x)dXz'B;a[f(aHSf (Za;ﬂj+3f (“fﬂ} f(ﬂ)}

a

Die Summation uber alle n — Teilintervalle wir auch als Simpsonsche Formel bezeichnet:

j f (x)dx ~ S(h) :=

a

f(a)+3f(a+h)+3f(a+2h)+2f(a+3h)+3f(a+4h). _b-a
[3f(b 4h)+2f(b—3n)+3f(b—2h)+3f (b— 4h)+f(b)} 30

b-
Fehler: F<h*—= max
80 asx<b

f(4)(X)‘
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Milne Regel.

ff(x)dXzﬂg_oa{?f(aHBZf (3"‘4+ﬂJ+12f (#}wf (#j+7f(ﬂ)}

a

Die Summation Uber alle n - Teilintervalle wir auch als Milne Regel bezeichnet:

i 2h{Yf(a)+32f(a+h)+12f(a+2h)+32f(a+3h)+14f(a+4h)...} b

f dx = S(h):=— -
(x)dx =~ S(h) 45| ..14f (b—4h)+32f (b-3n) +12f (b—2h) +32f (b —4h) + 7 f (b) 4n

a

themmax

80 asx<b

Fehler:

O ()|

4.9 Erweiterung des Integrals

Hebbare Unstetigkeiten.

b b
I f (x)dx :=I f (x)dx ... Der Integrand wird in C stetig abgeandert.

a a

Sprungstellen.

b c

j f (x)dx :=j f(x)dx+i f (x)dx

a a

Unendlichkeitsstellen. Uneigentliche Integrale 1. Art.

Tf(x)dx = XILTj f(&d<& oder 'Tf(x)dx = XILTj f(&dé&

a a
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Satz (Konvergenzkriterium fur uneigentliche Integrale 1. Art). Es sei die Funktion f : [a,b[ —>R

stetig auf [a, b[ , Iirp f (X) = o0 (—). Existiert fiir eine Zahl a >1 der Grenzwert
x—>b—
limb-a)*f(x)=A
x—h—

im eigentlischen Sinn, so ist das uneigentliche Integral der Funktion f tber [a, b] konvergent.

Existiert dieser Grenzwert fir eine Zahl ¢ >1 im eigentlischen oder im uneigentlichen Sinn und

ist A= 0, so ist das uneigentliche Integral der Funktion f tber [a, b] bestimmt divergent.

Unbeschrankte Integrationsintervalle. Uneigentliche Integrale 2. Art.

o] X

[ f(gdx:= m] f(&)dE bzw. i f (x)dx = mj f(&)dE baw.

o0

j f (x)dx ::j f(x)dx+T f (x)dx

—0 —0 c

Satz (Konvergenzkriterium fur uneigentliche Integrale 2. Art). Es sei die Funktion

f :[a,oo[ —-> R auf [a,oo[ stetig. Existiert fur eine Zahl o >1 der Grenzwert

limx“f (x) = A

X—0

im eigentlichen Sinn, so ist das Integral von f Uber [a,oo[ konvergent. Existiert dieser

Grenzwert fur eine Zahl <1 im eigentlichen oder im uneigentlichen Sinn und ist A= 0, so

divergiert das Integral von f uber [a, 0| .

Hauptwerte uneigentlicher Integrale.

b c—¢ b
Cauchyscher Hauptwert: ~ HW = j f (x)dx = Iirp( j f(x)dx + j f(x)dx]

a C+e
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4.10 Bogenlange, Krimmung und Rotationskdrper

Bogenlange ebener Kurven.

Bogendifferential:  kartesische Koordinaten: ds = \/dx? +dy®

Polarkoordinaten: ds = \/dr® + r’dg?

b
Bogenlange: S= J. 1+ [ f '(X)]de

a

Krimmung ebener Kurven.

i - | da ___ 1'(X)
Krimmung: kartesische Koordinaten: K= E = .
" 2
\/(1+ [£"00T)
3 2¢ 2 2
Polarkoordinaten: K= da _rde’+rdrd™ +2dride +rd°rdg

ds \/(dr2+rd(p2)3

Oberflache und Volumen eines Rotationskérpers.

b
Oberflache: O =27 [ f()y1+[ /()] dx

b
Volumen: V = 7Z'J.[ f (X)]2 dx
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5 Unendliche Reihen

5.1 Reihen mit konstanten Gliedern

Definition. Es sei (an) eine reelle Zahlenfolge. Dann heilit der Grenzwert

0 n
DYa,=lim) a =lim(a+a,+..+a,)=a+a,+a,+a, +..
= n—oo = n—w

eine unendliche Summe oder Reihe, die ,,Summanden* a, werden ihre Glieder genannt.

Existiert dieser Grenzwert im eigentlichen Sinn, so wird er die Summe der Reihe genannt, die
Reihe selbst heillt konvergent; existiert er im uneigentlichen Sinn, so heilt die Reihe bestimmt
divergent. Ist die Reihe weder konvergent noch bestimmt divergent, so heilit sie unbestimmt

divergent.

Satz. Konvergente Reihen dirfen ,,gliedweise* addiert, subtrahiert und mit einer Zahl

multipliziert werden,

i(an th,)= ian iibn, i(c*an) = c>x<ian
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Satz. In einer konvergenten Reihe durfen Klammern beliebig gesetzt und weggelassen
werden, letzteres aber nur dann, wenn die durch Weglassen von Klammern hervorgehende

Reihe konvergent ist.

5.2 Konvergenzkriterien

Satz (Konvergenzkriterium von Cauchy). Eine Reihe Zan ist genau dann konvergent, wenn
zu jeder Zahl & > 0 eine Zahl n, € N existiert, sodal

n>n, keN=|a ,+a,,+..+a,|<¢

n+1 n+2
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Satz (Notwendiges Konvergenzkriterium). Ist eine Reihe konvergent, so bilden ihre Glieder

eine Nullfolge.

n
Satz (Konvergenzkriterium von Abel). Ist (A,), A, = Zak , eine beschrankte Folge und (b,)
k=1

eine monotone Nullfolge, so ist die Reihe Z:anbn konvergent.
n=1

Satz (Konvergenzkriterium von Leibniz). Es sei (an) eine monotone Nullfolge mit positiven

Gliedern. Dann ist die Reihe Z:(—l)"an konvergent.
n=1

5.3 Das kommutative Gesetz. Bedingte und absolute Konvergenz

Umordnungssatz. Hat eine Reihe unendlich viele positive und unendlich viele negative
Glieder und ist sowohl die Reihe der positiven als auch die Reihe der negativen Glieder
bestimmt divergent, so kann die Reihe so umgeordnet werden, dass ihre Summe eine
beliebige reelle Zahl ist, insbesondere kann sie so umgeordnet werden, dass sie divergent

wird.

Definition. Eine (konvergente) Reihe wird bedingt konvergent genannt, wenn durch eine

einzige Umordnung ihre Summe bzw. ihr Konvergenzverhalten geandert werden kann.

Definition. Eine Reihe wird absolut konvergent genannt, wenn die Reihe der Betrage ihrer

Glieder konvergiert.

Satz. Eine Reihe ist genau dann absolut konvergent, wenn sie nicht bedingt konvergent ist.
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5.4 Kriterien fur absolute Konvergenz

Satz (Vergleichskriterium). Sei Zan eine Reihe und an eine zweite konvergente Reihe mit
positiven Gliedern, wobei |a, |<b, (zumindest ab einem gewissen Index) gelten mége. Dann
ist die Reihe Zan absolut konvergent und damit konvergent. Ist ch eine bestimmt
divergente Reihe mit positiven Gliedern und gilt |a, |ch (zumindest ab einem gewissen

Index), so ist die Reihe Zan ncht absolut konvergent und damit divergent oder bedingt

konvergent.

Satz (Wurzelkriterium von Cauchy). Die Reihe Zan ist absolut konvergent, wenn

. ) _
limsupgfia, =q<1
Und divergent im Falle g>1.Im Falle =L1ist keine Entscheidung maoglich, die Reihe

Zan kann konvergent oder divergent sein.

Satz (Quotientenkriterium von D’Alembert). Die Reihe Zan ist absolut konvergent, wenn

an +1

an

lim

n—oo

=Q<1

Und divergent im Falle >1. Existiert dieser Grenzwert nicht, so ist sie konvergent, wenn

an+l
a

n

an +1

<1 und divergent, wenn liminf >1.

n—oo

limsup

n—oo

n

Satz (Kriterium von Raabe). Die Reihe Zan ist absolut konvergent, wenn

. a
liminfn|1-|/2 =g >1

n—oo a

Und divergent, wenn

n—oo

Iimsupn(l— a”+1]:,8<1
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an +1

nN—oo
n

Existiert der Grenzwert limn [l—

j, soist & = [ ; die Entscheidung bleibt dann offen,

wenn o =1.

5.5 Das distributive Gesetz

Satz (Cauchy - Multiplikation). Sind die beiden Reihen Zan und an absolut konvergent,
n=0 n=0

0 n
so ist auch das Cauchy - Produkt Z(zambnmj absolut konvergent, es gilt

n=0 \ m=0

PATNRS

n=0 n=0 \ m=0

n n
Wegen Z:ambmm = zan—m —b, wird das kommutative Gesetz durch das Cauchy - Produkt

m=0 m=0

nicht verletzt.

5.6 Reihen mit komplexen Gliedern

Eine Reihe mit komplexen Gliedern ist genau dann konvergent, wenn die Reihe der Realteile

und die Reihe der Imaginarteile konvergiert,

S(a,+ i)=Y a,+ i3 4,
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5.7 Funktionenreihen

Wichtige Reihen sind. Potenzreihen: Zan(x —X,)"
n=0

Trigonometrische Reihen: Z(an cosnx + b, sinnx)
n=1

Dirichlet - Reihen: D ae ™ limA, =

n—oo
n=1

Definition. Essei | einIntervall, f :1 - R und s(x) = Z f.(x) auf | punktweise
konvergent. Dann heift die Reihe Z f.(X) mit den Partialsummen s (X) gleichméaBig
konvergent auf | mit der Summe S(X), wenn zu jedem & >0 eine Zahl n, € N existiert,

sodass N >Ny = supls, (X) - s(X)|< .
xel

Satz. Die Reihe Z fn(x) ist auf dem Intervall | genau dann gleichmaRig konvergent, wenn

es zu jeder Zahl £ >0 eine Zahl n, € N gibt, sodass n,m >n, = Sup|Sn(X) - S(X)| <eg.

xel

Satz (Majorantenkriterium). Sei f,:1 - R und z f,(x) auf | konvergent. Gilt | f,(x)|<c,
fur X e | (zumidenst ab einem gewissen Index) und ist die Reihe ZCn konvergent, so ist die

Reihe Z f.(x) auf | gleichmaRig konvergent.

Satz. Sei | ein Intervall und s(X) = Z f.(x) auf | gleichmaRig konvergent. Sind die Glieder

f.(X) in X, € | stetig, so ist auch die Summenfunktion S(X) in X, stetig,

X—>Xg

lim> £, =3 0im £, =3 f,(x), %<l
n=1 N1 <% n=1
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Satz. Essei | ein Intervall, s(x) = Z f.(X) eine auf | gleichmaRig konvergente Reihe mit auf

| stetigen Gliedern f und g,(X) =I f.(£)d&, a,x el . Dann ist die Reihe o(X) = Zgn(x)

X
auf | gleichmagig konvergent, esist (X) = J.S(é’)dcf,
a

I(i fn(f)Jdeg:ii f (£)dE, a,xel.

n=1 n=l g

Satz. Esseien | einintervall, f :1 — R auf | differenzierbar mit stetiger Ableitung und

o(X) = z f '(x) auf | gleichmaBig konvergent. Dann ist die Reihe $(X) = z f.(x) auf |

gleichmagig konvergent, es gilt o(x) =s'(X),

A& wdh(0) &
dxnzzl:fn(x)_nzzl: ™ nZ:l:fn(x), xel.

5.8 Potenzreihen

Definition. Eine Reihe
D a8, (x—X,)"
n=0

HeiBt eine Potenzreihe. Die Zahlen a, € R heiBen die Koeffizienten der Potenzreihe, die Zahl

X, wird die Anschlu(stelle genannt.
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Satz. Es sei Zanx” eine Potenzreihe und

n= Iimsupq/m.
X—0

Ist 7 =0, so ist die Reihe Z:anxn bestandig konvergent, ist 7 = o, so ist die Reihe Z:anxn

1 1
trivial konvergent, ist 0 <77 < o0, so ist die Reihe fir |X| < — absolut konvergent und fur |X| >—
n n

divergent.

Satz. Ist Z:anxn eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius r > 0, so ist die Reihe

Zanxn auf ]—r,r[ absolut konvergent und auf jeem Intervall [a,b] < ]-r, r[ gleichmaRig

konvergent.

Grenzwertsatz von Abel. Hat die Reihe Zanxn den positiven Konvergenzradius I' und ist die

Reihe ) a,r" bzw. die Reihe Y a,(-r)" konvergent, so gilt

X—>r—

lim > a,x"=>ar" bzw. lim> ax"=>a (-r)".
s s x—r+ £ e

Satz. Ist s(X) = Z:anxn eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius I, so stellt die

summe s(x) eine auf |-, r[ beliebig oft differenzierbare Funktion dar. Es gilt

m d"™ &(n (MmN )
st ’(x):dxm Z(k}m!anx :Z[ o Jm!ammx X<

n=m n=0

Identitatssatz fur Potenzreihen. Sind s(X) = Zanxn,a(x) = anxn zwei Potenzreihen mit
positivem Konvergenzradien I, und I, und ist (X,,) eine Nullfolge mit s(x,) = o(x,,) fur
m=0,12,..., so sind die beiden Reihen Zanxn und anxn identisch (a, =b,), d.h esist

s(x) = o(x) fur |x|<r, =m,.
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5.9 Taylorsche Reihen

Satz (Taylor - Entwicklung). Ist die Funktion f :]X, —p, X, + p[ > R beliebig oft differenzierbar

und besteht fur X — X,| < I < p die Grenzwertbeziehung limR (X, X,) =0, so ist
n—oo

© (n)
(09=3 U oy

= f(x,)+ f'ﬁ((’)(x—xo)Jr f"g")(x—xo)zjt..., [x=X| <.

Diese Reihe heift die Taylorsche Reihe der Funktion f an der Stelle X, .

5.10 Integration durch Reihenentwicklung
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