
Mathematik 1 für Elektrotechnik – Zusammenfassung der wichtigsten Sätze und Definitionen


Mathematik 1 für ET: Zusammenfassung

Satz (Existenz des Infimums und des Supremums)

Ist eine nicht leere Menge M ( R nach oben beschränkt, so existiert sup M, ist M nach unten beschränkt, so existiert inf M.

Definition: Supremum ( Maximum, Infimum ( Minimum
Ist M ( R nach oben beschränkt und sup M ( M, so heißt sup M das Maximum von M, symbolisch max M. Ist M nach unten beschränkt und inf M ( M, so heißt inf M das Minimum von M, Symbolisch min M.

Definition: Relation

Es sei A ≠ 0 eine Menge. Dann heißt eine nicht-leere Teilmenge R ( A x A eine binäre (zweistellige) Relation. Ist (a,b) ( R, so sagt man, a ( R, so sagt man, a ( A steht in Relation zu b ( A, symbolisch aRb.

Definition: Halbordnung
Eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation heißt eine Halbordnung.

(reflexiv: (a ( A ( (a,a) ( R; antisymmetrisch: (a,b) ( R ( (b,a) ( R ( a = b;

 Transitiv: (a,b ( R ( (b,c) ( R ( (a,c) ( R)

Definition: Äquivalenzrelation
Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation heißt eine Äquivalenzrelation.

(reflexiv: (a ( A ( (a,a) ( R; symmetrisch: (a,b) ( R ( (b,a) ( R;

 Transitiv: (a,b ( R ( (b,c) ( R ( (a,c) ( R)

Satz (Existenz der Umkehrabbildung)

Die Abbildung f : D ( B ist genau dann durch f-1 : B ( D umkehrbar, wenn sie bijektiv ist. (surjektiv: f(D) = B; injektiv: f(x’) = f(x’’) ( x’ = x’’; bijektiv: wenn sowohl surjektiv als auch injektiv)

Fundamentalsatz der Algebra

Jedes nicht-konstante komplexe Polynom hat im Körper C wenigstens eine Wurzel.

Definition: Monotone Funktionen

-) monoton wachsend, wenn x1 < x2 ( f(x1) ( f(x2);

-) monoton fallend, wenn x1 < x2 ( f(x1) ( f(x2);

-) streng monoton wachsend, wenn x1 < x2 ( f(x1) < f(x2);

-) streng monoton fallend, wenn x1 < x2 ( f(x1) > f(x2);

Satz (Existenz der Umkehrfunktion)
Ist I ( R ein Intervall und f : I ( R, so ist f genau dann umkehrbar durch eine Funktion g : W(f) ( I, wenn f auf I streng monoton ist. Die Umkehrfunktion g ist streng monoton im gleichen Sinn wie f.

Definition: Beschränkte Folge

Eine (reelle oder komplexe) Zahlenfolge (xn) heißt beschränkt, wenn

(c ( R ( (n ( N ( |xn| ( c.

Ist eine Zahlenfolge (xn) nicht beschränkt so wird sie unbeschränkt genannt.

Definition: Monotone Folgen
-) monoton wachsend, wenn (n ( N ( xn ( xn+1;
-) monoton fallend, wenn (n ( N ( xn ( xn+1;

-) streng monoton wachsend, wenn (n ( N ( xn < xn+1;

-) streng monoton fallend, wenn (n ( N ( xn > xn+1;

Definition: Häufungswerte
Eine Zahl c ( R (( C) heißt ein Häufungswert der reellen (komplexen) Zahlenfolge (xn), wenn in jeder Umgebung von c unendlich viele Glieder der Folge liegen.

Satz von Bolzano

Jede beschränkte (reelle oder komplexe) Zahlenfolge hat mindestens einen Häufungswert.

Definition: Konvergenz, Divergenz, Nullfolge
Eine (reelle oder komplexe) Zahlenfolge (xn) heißt konvergent, wenn sie nur einen einzigen Häufungswert c (c ( R oder c ( C) besitzt, und zwar einen eigentlichen. 

Wir schreiben hierfür lim(xn, n(() = c und nennen diesen einzigen Häufungswert den Grenzwert der Folge (xn); ist dabei c = 0, so heißt (xn) eine Nullfolge. Ist eine (reelle oder komplexe) Zahlenfolge nicht konvergent, so heißt sie divergent.

Satz (Vergleichskriterium)

Es seien (an), (bn) und (xn) drei Folgen wobei an ( xn ( bn (zumindest für n ( no ( N) gelten möge. Sind die Folgen (an) und (bn) konvergent mit dem selben Grenzwert c: lim(an, n(() = lim(bn, n(() = c, so ist auch die Folge(xn) konvergent mit dem Grenzwert c, lim(xn, n(() = c.

Hauptsatz für monotone Folgen

Eine monotone Folge (wachsend oder fallend) ist genau dann konvergent, wenn sie beschränkt ist.

Definition: Stetigkeit

Die Funktion f : I ( R heißt stetig im Punkt xo ( I, wenn lim(f(x), x(xo) = f(xo).

Ist eine Funktion f in xo differenzierbar, so ist sie in xo stetig.
Allgemeiner Zwischenwertsatz

Ist I ein Intervall und ist die Funktion f : I ( R auf I stetig, so ist J = f(I) ein Intervall.
Spezieller Zwischenwertsatz

Ist f : [a,b] ( R stetig auf [a,b] und gilt f(a)*f(b) < 0, so existiert eine Stelle ( ( [a,b] mit f(() = 0.

Definition: Maximum, Minimum

Sei f : D ( R, W = f(D). Ist sup W ( W, also max W = sup W, so heißt max W das Maximum von f auf D: max f(x) := max W.

Ist inf W ( W, also min W = inf W, so heißt min W das Minimum von f auf D : 

min f(x) :=  min W.

Satz von Weierstraß

Ist f : [a,b] ( R stetig auf [a,b], so existiert das Minimum und das Maximum.

Definition: Differenzierbarkeit
Es sei die Funktion f in einer Umgebung von xo definiert. Existiert eine Zahl A ( R und eine Funktion ((h) mit lim(((h),h(0) = 0, so dass f(xo + h) = f(xo) + A*h + h*((h),

so heißt die Funktion f in xo differenzierbar; die Zahl A wird ihre Ableitung in xo genannt, in Zeichen f’(xo) := A. Die ganze lineare Funktion x ( f(xo) + f’(xo)(x – xo)

wird der lineare Anteil von f an der Stelle xo genannt.

Satz von Rolle
Es sei f : [a,b] ( R auf [a,b] stetig, auf ]a,b[ differenzierbar und f(a) = f(b). Dann gibt es eine Stelle ( ( ]a,b[ mit f’(() = 0.

Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Ist f : [a,b] ( R stetig auf [a,b], differenzierbar auf ]a,b[, so gibt es eine Stelle ( ( ]a,b[ mit f’(() = [f(b) – f(a)]/[b – a].

Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Sind die Funktionen f, g stetig auf [a,b], differenzierbar auf ]a,b[ und ist g(a) ≠ g(b), g’(x) ≠ 0 für x ( ]a,b[, so gibt es eine Stelle ( ( ]a,b[ mit

[f(b) – f(a)]/[g(b) – g(a)] = f’(()/g’(().

Definition: Lipschitz-Stetigkeit
Sei ( : I ( R. Dann heißt die Funktion ( Lipschitz-stetig auf I, wenn eine Zahl L ( R existiert, so dass x1, x2 ( I ( |((x1) - ((x2)| ( L|x1 – x2|.

Die Zahl L heißt Lipschitz-Konstante.

Fixpunktsatz nach Banach

Es sei die Funktion ( : [a,b] ( R auf [a,b] Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstante L. Bildet die Funktion ( das Intervall [a,b] auf sich ab: (([a,b]) ( [a,b], und gilt L < 1, so hat ( auf [a,b] genau einen Fixpunkt (. Für xo ( [a,b] konvergiert die Näherungsfolge (xn), xn+1 = ((xn), gegen diesen Fixpunkt. Es gilt

-) |xn - (| ( Ln(b - a) 



(a-priori-Abschätzung ( Limitieren)

-) |xn+k - (| ( [Lk+1 * |xn – xn-1|]/[1 - L]
(a-posteriori-Abschätzung ( Optimieren)

Mittelwertsatz der Integralrechnung
Ist f : [a,b] ( R stetig auf [a,b], so gibt es eine Stelle ( ( ]a,b[ mit

((f(x)dx,a,b) = f(()(b - a).

Definition: Limes Inferior, Supremum
lim(an,n(() = lim sup(an,n(() = lim(sup(ak,k ( n),n(() existiert für alle Folgen ((( möglich)
lim(an,n(() = lim inf(an,n(() = lim(inf(ak,k ( n),n(() existiert für alle Folgen ((( möglich)
Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Integralrechnung

Es seien die Funktionen f : [a,b] ( R, g : [a,b] ( R stetig auf [a,b]. Wechselt die Funktion g ihr Vorzeichen auf [a,b] nicht, so gibt es eine Stelle ( ( ]a,b[ mit

((f(x)g(x)dx,a,b) = f(() ((g(x)dx,a,b)

Definition: Stammfunktion

Es sei f : [a,b] ( R stetig auf [a,b]. Eine auf [a,b] (stetig) differenzierbare Funktion F heißt Stammfunktion von f auf [a,b], wenn F’(x) = f(x) für x ( [a,b] gilt.

Fundamentalsatz der Integralrechnung
Ist F eine Stammfunktion von f auf dem Intervall [a,b], so ist

((f(x)dx,a,b) = F(b) – F(a)

Satz (Konvergenzkriterium von Cauchy)
Eine Reihe (an ist genau dann konvergent, wenn zu jeder Zahl ( > 0 eine Zahl no ( N existiert, so dass n > no, k ( N ( |an+1 + an+2 + …+ an+k| < (.

Satz (Notwendiges Konvergenzkriterium)

Ist eine Reihe konvergent so bilden ihre Glieder eine Nullfolge.

Satz (Konvergenzkriterium von Abel)

Ist (An), An = ((ak,k = 1, n), eine beschränkte Folge und (bn) eine monotone Nullfolge, so ist die Reihe ((anbn,n = 1,() konvergent.

Satz (Konvergenzkriterium von Leibniz)

Es sei (an) eine monotone Nullfolge mit positiven Gliedern. Dann ist die Reihe

(((-1)nan,n = 0, () konvergent.

Satz (Wurzelkriterium von Cauchy)

Die Reihe (an ist absolut konvergent, wenn lim sup((|an|)1/n,n(() = q < 1 und divergent im Falle q > 1. Im Falle q = 1 ist keine Entscheidung möglich, die Reihe (an kann konvergent oder divergent sein.
Satz (Quotientenkriterium von D’Alambert)

Die Reihe (an ist absolut konvergent, wenn lim(|an+1/an|,n(() = q < 1 und divergent wenn q > 1. Existiert dieser Grenzwert nicht, so ist sie konvergent, wenn lim sup(|an+1/an|,n(() < 1 und divergent, wenn lim inf(|an+1/an|,n(() > 1.

Satz (Kriterium von Raabe)

Die Reihe (an ist absolut konvergent, wenn lim inf(n*(1- |an+1/an|),n(() = ( > 1 und divergent, wenn lim sup(n*(1- |an+1/an|),n(() = ( < 1.

Existiert der Grenzwert lim(n*(1- |an+1/an|),n((), so ist ( = (; die Entscheidung bleibt dann offen wenn ( = 1.

Definition: Gleichmäßige Konvergenz
Es sei I ein Intervall, fn : I ( R und s(x) = (fn(x) auf I punktweise konvergent. Dann heißt die Reihe (fn(x) mit den Partialsummen sn(x) gleichmäßig konvergent auf I mit der Summe s(x), wenn zu jedem ( > 0 eine Zahl no ( N existiert, so dass n > no (
sup|sn(x) – s(x)| < (.
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