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VORWORT v

VORWORT

Der Inhalt des vorliegenden Skriptums entspricht im wesentlichen dem der Vorle-
sung ,Mathematik 1 fir Elektrotechniker”, wobei jedoch insbesondere in der Reihen-
folge der Kapitel Abweichungen auftreten kénnen. Es soll jedoch weder den Besuch der
Vorlesung noch die Benutzung von Lehrbiichern ersetzen, sondern lediglich das Mit-
schreiben in der Vorlesung so reduzieren, daf} der Student den gegebenen Erklarungen
und Motivationen besser folgen kann.

Die Autoren danken Herrn Doz.Dr.F.Vogl fiir seine sorgféltige Durchsicht des ge-
samten Manuskripts und viele wertvolle Hinweise sowie Herrn Dr.H.Winkler fiir seine
Mitarbeit an den Kapiteln 7 und 8.

Als weiterfithrende Literatur wird empfohlen:

K.Bura, H.Hor, F.WILLE: Héhere Mathematik fir Ingenieure Bde. I-V,
B.G.Teubner, Stuttgart.

H.DirscHMID: Mathematische Grundlagen der Flektrotechnik,
Vieweg Verlag, Braunschweig-Wiesbaden.

A.JEFFREY: Mathemalics for Engineers and Scientists,
Chapman & Hall, London-Weinheim-Tokyo-Melbourne-Madras.

K.MEYBERG, P.VACHENAUER: Hohere Mathematik Bde. 111,
Springer Verlag, Berlin-Heidelberg-New York.

Fir Kapitel 7 und 8:

R.STORM: Wahrscheinlichkeitsrechnung, Mathematische Statistik, Statisti-
sche Qualititskontrolle,
Fachbuchverlag Leipzig.
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Zahlen

Ausgangspunkt aller mathematischen Betrachtungen sind die Zahlen. Wir bezeichnen:

N := {1,2,3,...} - die Menge der natirlichen Zahlen,
NO = {0, 1, 2, . }

Sind @ und b natiirliche Zahlen, so sind auch @ + b und a - b natiirliche Zahlen. In
Formeln ausgedriickt:

a,beN =a4+beN,a-beN

Hier kann Niberall durch Ny ersetzt werden.

Die Aufgabe, zu gegebenen Zahlen a,c¢ € N eine natiirliche Zahl x mit ¢ + = = ¢
zu finden, ist i.a. nicht losbar (Z.B. betrachte man die Gleichung 7+ = = 4). Deshalb
fithrt man negative Zahlen —1,—2,... ein, die zusammen mit den natiirlichen Zahlen
die Menge der ganzen Zahlen ergeben. Wir bezeichnen diese mit

Z = {..,-2-1,012..}

Innerhalb der Menge Z kann man nun je zwei Zahlen addieren, multiplizieren und
subtrahieren.

Die Aufgabe, zu zwei ganzen Zahlen a, ¢ € Z eine ganze Zahl x mit der Eigenschaft
a -z = ¢ zu finden, ist in Znicht immer losbar (z.B. betrachte man die Gleichung
5z = 3). Bevor wir den betrachteten Zahlenbereich Znochmals erweitern, benotigen
wir einige Begriffe.

Definition 1.1 Seien a,b € Z . Man sagl, a teilt b (in Zeichen alb), wenn es eine Zahl
x €7Z qibt, so daff a-x = b gill.

Sind zwei Zahlen a,b € Z gegeben, so heifien sie teilerfremd (oder relativ prim ), wenn
es auffer 1 und —1 keine anderen ganzen Zahlen x gibt mil x|a und z|b.
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Wir definieren nun die Menge Q der rationalen Zahlen als:

m

Q :={—|m€Z,n €N und m,n sind teilerfremd }
n

Stellt man eine rationale Zahl als Quotient zweier ganzer Zahlen dar: r = S’ so ist
diese Darstellung nicht eindeutig (z.B. ist § = 2 = Z0). Zwei Briiche 2—) und 2 stellen

die gleiche rationale Zahl r dar, wenn pt = sq ist.
Innerhalb der Menge @ kann man alle vier Grundrechnungsarten unbeschrankt

ausfihren, genauer:

a,bcQ =a+beQ,a-b€eQ,a-b€Q
a,beQ,bﬂ:,%eQ

Bemerkung 1.1 Rationale Zahl lassen sich auch noch auf verschiedene andere Arten
darstellen. Davon sollen zwei erwahnt werden.

o Jeder Zahl r € Q 1aBt sich ein Dezimalbruch zuordnen. Zum Beispiel:

14 14 _
= 2.8, —— = 0.2545454 ... = 0.254.

1

2
Die Zahlengruppe 54 beim letzten Beispiel heifit die Periode des Dezimalbruches.
Umgekehrt definiert jeder endliche oder periodische Dezimalbruch eine rationale
Zahl. Zum Beispiel gilt fiir den endlichen Dezimalbruch 0.dyd; . . . dj:

didy ... d
o.dldg...dﬁ%

und fiir einen periodischen Dezimalbruch 0.dyd, ... d}:

 didy. . ds
0dds de = D20k
120 = 99 9

—_—

k Stellen

Die letzte Beziehung folgt aus der Gleichung

didy...dy = 10" 0.didy ... dy — 0.dydy ... dy = (10" — 1) - 0.dyd; ... d},

e Man kann die rationalen Zahlen auch als Punkte auf der Zahlengeraden interpre-

tieren :

|
—_
o
—_
N0
[N}
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Um den der Zahl r = 2 entsprechenden Punkt der Zahlengeraden zu finden, legt
man zunéchst die Strecke 01 fest, teilt diese in n gleiche Teile und trigt m solche
Teile von 0 ausgehend nach rechts auf, wenn m positiv ist, und nach links auf,
wenn m negativ ist.

Jedem Bruch r = = € Q entspricht genau ein Punkt der Zahlengeraden, es gibt aber
Punkte der Zahlengeraden, die nicht auf diese Weise erhalten werden. Z.B. trage man

die Diagonale des Einheitsquadrates (Lange v/2) auf der Zahlengeraden ab :

0 RV

Die Zahl /2 ist nicht rational. Einen Beweis dafiir werden wir spiter kennenlernen.

Um alle Punkte der Zahlengeraden (oder alle Dezimalbriiche) als Zahlen auffassen
zu konnen, erweitern wir abermals unseren Zahlbegriff. Wir definieren die Menge R der
reellen Zahlen als die Menge aller (abbrechenden oder nichtabbrechenden) Dezimal-
briiche, die nicht die Periode 9 haben (anstelle von 2.349 schreibe man 2.35). Jene
Zahlen, die neu hinzugekommen sind, das sind also die Elemente von R \ Q, heiflen
Irrationalzahlen. Ein unendlicher Dezimalbruch gibt eine beliebig gute Ndherung (Ap-
prozimalion) fiir die zugehérige reelle Zahl an. Zum Beispiel bedeutet = 3.2463 . ..

3.2 <x<3.3
3.24 < x <3.25
3.246< r <3.247

In der Menge der reellen Zahlen ist die unbeschrankte Ausfithrung von Addition, Sub-
traktion, Multiplikation und Division (wobei der Divisor # 0 sein muf}) maoglich. Fiir

alle a,b,¢c € R gelten die folgenden Rechenregeln :

a+(b+c¢)=(a+b)+ Assoziatives Gesetz der Addition
at+tb=b+a Kommutatives Gesetz der Addition
a-(b-c)=(a-b)-c Assoziatives Gesetz der Multiplikation
a-b=b-a Kommutatives Gesetz der Multiplikation
a-(b+c)=a-b+a Distributives Gesetz
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Eine Menge M heifit ein Korper, wenn in ihr eine Addition und eine Multiplikation
zweier Elemente erklart sind, die den obigen Regeln geniigen und fiir die iiberdies gilt:

o Es gibt sowohl fir die Addition als auch fiir die Multiplikation in M ein soge-
nanntes neutrales Element 0 bzw. 1 mit

a+0=a, a-1=afirjedesa e M

e 7u jedem a € M gibt es ein Element (—a) € M mit a + (—a) = 0.

o 7u jedem a € M,a # 0 gibt es ein Element ¢ € M mit a-a™" = 1.
Die Menge R aller reellen Zahlen bildet also beziiglich der Addition und Multipli-

kation einen Korper.
Die Dezimalbruchdarstellung einer rellen Zahl ist eine ,, Entwicklung

zen der Zahl 10 (oder zur Basis 10)
r=102305=1-104+0-10"+2-10°4+3-10"'+0-10"2+5-1073

“ nach Poten-

Als Basis kann man jede natiirliche Zahl > 1 wahlen. Von praktischer Bedeutung sind
noch Dualzahlen (zur Basis 2), Oktalzahlzahlen (Basis 8) und Hexadezimalzahlen (Ba-
sis 16). Bei der Verwendung der Basis 2 wird jede Zahl als Summe von Zweierpotenzen
dargestellt, z.B.:

142=1-2"40-2°40-2°+0-2* +1-2°+1-2241-2"40-2°

Schreibt man &hnlich wie bei der Dezimaldarstellung von dieser Summe nur die we-
sentlichen Koeffizienten 0 oder 1 auf, so erhdlt man fiir 142 die Dualdarstellung

10001110

Weitere Beispiele fiir Dualzahlen sind:

dezimal | dual || dezimal | dual
1 1 0.5 0.1
2 10 0.25 | 0.01
3 11 0.125 | 0.001
41 100 : :
51 101

Das Rechnen mit Dualzahlen verlauft &hnlich wie das mit Dezimalzahlen, z.B.:

1 10 1 (5 7=35)

0 1 (547=12) 11
+ 111
0 0

O|— O ==

1 00
1:1010 = 0.0001T (Dualdarstellung von =)

10
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Der Vorteil des Dualsystems besteht darin, dafl zur Darstellung jeder Zahl nur die
beiden Ziffern 0 und 1 notwendig sind (Verarbeitung am Computer), nachteilig ist
jedoch, dal die Lange der Zahlen entsprechend zunimmt.

Mitunter ist es niitzlich, die Menge R der reellen Zahlen durch Hinzunahme zweier
Punkte +o0c und —oo zu erweitern: R = R U {+00, —oc}. Dann kann man fiir « € R
zum Beispiel definieren:

1
aF oo ==4o0,4+00+ 00 =400, — =10,
+oo

a-(400) = 4oo falls a > 0,
a-(+o0) = —oo falls a < 0.

Ausdriicke der Form 400 — 00, 0 (f+00) etc. sind jedoch nicht definiert (vgl. Abschnitt
2.1).

1.2 Mengen und Abbildungen

Die fiir unsere Belange ausreichende Definition einer Menge geht auf G.Cantor ' zuriick:

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimmten, wohl-
unterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem
Ganzen.

Die angesprochenen Objekte heiflen Elemente der Menge. Eine Menge ist also charak-
terisiert durch die Angabe ihrer Elemente. Gleichheit zweier Mengen A, B (A = B)
bedeutet demnach, dafl diese beiden Mengen dieselben Elemente enthalten. Fir eine
Menge A schreiben wir

o a € A falls a ein Element von A ist.
o a ¢ A falls a kein Element von A ist.
Man kann Mengen auf verschiedene Arten angeben, z.B.

e Durch Hinschreiben ihrer Elemente, haufig in geschweiften Klammern:

A: {a7b7c7u7v7$7y72}7 N = {17273747"'}

e Durch Angabe einer charakteristischen Eigenschaft ihrer Elemente, z.B. besagt
A = {z|P(z)}: A ist die Menge aller z, fiir die P(z) richtig ist oder die Menge
aller z mit der Eigenschaft P(z). Zum Beispiel ist N = {z|z € Z und z > 0}.
Wir beniitzen dafiir auch die Schreibweise N = {z € Z |z > 0}.

'Georg Cantor (1845-1918)
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Einige wichtige Mengen:

[a,b] := {z € R]a <z < b} - abgeschlossenes Intervall mit den Endpunkten a und b
(a,b) := {x € Rla < z < b} - offenes Intervall mit den Endpunkten a und b

(a,b] := {z € Rla < 2 <b} - links halboffenes Intervall mit den Endpunkten a und b
[a,b) := {z € R|a <z < b} - rechts halboffenes Intervall mit den Endpunkten a und b

Dabei heifien a und b auch die Randpunkte des (abgeschlossenen, offenen etc.) Inter-
valls. Ist @ < b, so heifit fiir jedes dieser Intervalle jeder Punkt = mit ¢ < = < b ein
innerer Punkt. Die leere Menge (jene Menge, die kein Element enthilt) wird mit ()
bezeichnet.

Definition 1.2 Seien A und B Mengen. Dann heifit A eine Teilmenge von B wenn
jedes Element von A auch Element von B ist:

ACB:&s(xc€ A= z€B)

Die Relation C schlieBt also auch die Gleichheit (A = B) ein. Gilt A C B und gibt es

ein x € B mit z ¢ A, so schreiben wir mitunter AC B. Als Beispiele seien angefiihrt:

Fiir jede Menge A gilt ) C A.

Anstelle von A C B schreibt man auch B D A. Die Gleichheit zweier Mengen besagt
also ;A C B und B C A“. Den Beweis einer Mengengleichheit fiihrt man oft, indem
man beide Inklusionen beweist.

Im Folgenden lese man das Symbol V als (nicht ausschlieBendes) ,oder®, das Symbol
A als jund“, V als fiir alle“, 3 als ,es existiert” und 7 als ,es existiert genau ein®.

Definition 1.3 Seien A und B Mengen. Dann definiert man neue Mengen:

AUB = {z|z € AV z € B} - die Vereinigung von A und B

ANB := {z|]zr € ANz € B} - der Durchschnitt von A und B

A\ B := {z|lvr € ANz & B} - die Differenzmenge A ohne B

Fir AC M :CyA := M\ A - die Komplementdrmenge von A in M
Falls bei der Komplementdrmenge die Obermenge M aus dem Zusammenhang hervor-
geht, schreibt man statt Cyr nur C.
Ist (M;);eq eine Familie von Mengen (die Indexmenge J kann unendlich sein), so
definiert man Vereinigung und Durchschnitt dieser Mengen M;, 5 € J:

U M, := {z|z € M; fir mindestens ein j € J}
=
N M; := {z|z € M; fir alle j € J}

JjeJ

Finige Rechenregeln fiir die Mengenoperationen N, U, \: Fiir beliebige Mengen A, B, C
und M;, 5 € J gilt:
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o Das kommutative Gesetz:

AUB=BUA
o Das assoziative Gesetz:

AU(BUC)=(AUB)UC

Hier kann U {iiberall gleichzeitig durch N ersetzt werden.

e Die distributiven Gesetze:
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

e Die De Morganschen Regeln:

(N Mj)=U C(M,)

JjeJ JeJ

C(U M) =N C(My)

jeJ jeJ
Wir wollen das erstgenannte distributive Gesetz beweisen:

. Seize AN(BUC)=z2zc AN(zeBVvze()=(zc ANz € B)V
(r € ANz €(C)=z€ (AN B)U(ANC). Damit haben wir also die Inklusion
AN(BUC)C (AN B)U(ANC) gezeigt.

2. Seiz € (ANB)U(ANC) = (z € ANB)V(z € ANC) = (z € A)N(z € BVz €
C)=(z € A)AN(z € BUC)=2 € AN(BUC). Damit ist AN (BUC) D
(AN B)U(ANC) gezeigt.

Aus den beiden Inklusionen folgt die zu beweisende Mengengleichheit.
Ein weiteres wichtiges Konzept in der Mengenlehre ist das kartesische Produkt von

Mengen.
Definition 1.4 Seien A und B nichtleere Mengen. Die Menge
Ax B = {(a,b)lac ANbE B}

aller geordneten Paare von Flementen a € A und b € B heifit kartesisches Produkt von
A und B.

Ist dabei B = A, so schreibt man an Stelle von A4 x A auch 4%, z.B.R xR := R~
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Definition 1.5 Seien D und R Mengen. Fine Vorschrift f, die jedemn © € D genau
ein y = f(z) € R zuordnet, heifit eine Funktion (oder eine Abbildung) von D in R.
Wir schreiben dafir auch f : D—R oder y = f(z) (x € D). Dabei heifit D der
Definitionsbereich der Funktion f, f(D) = {y € R|3z € D :y = f(x)} heifit der
Wertebereich der Funktion f.

Bei dieser Definition ist das Wort ,, Vorschrift® nicht préazisiert. Etwas genauer betrach-
tet man eine Funktion f als Teilmenge von D x R des kartesischen Produktes von D

und R mit der Eigenschaft
Vee DIy € R: (v,y) € f

Dabei besagt (z,y) € f also y = f(z) im Sinne der obigen Definition. Die dadurch
definierte Teilmenge von D x R bezeichnet man auch als den Graphen von f.
Wir wollen hier noch einige Bezeichnungen einfithren.

Definition 1.6 Sei f eine Funktion von D in R, y = f(z). Dann heifit y das Bild von
x, z ein Urbild von y. Die Funktion f heifit injektiv (oder eineindeutig oder umkehrbar
eindeutig), falls gilt

r1,29 € Dyxy # 2y = fx1) # flag),

[ heifit surjektiv (oder Abbildung auf R ), falls f(D) = R ist, f heifit bijektiv, falls f
sowohl injektiv als auch surjektiv ist. Fine bijektive Abbildung f besitzt eine Umkehr-
abbildung f~': R—D, definiert durch x = [~'(y) < y = f(z).

Eine Funktion f : D—— R mit D C R und R C R, heifit eine reelle Funktion einer
reellen Verdnderlichen. Ist D C N (oder Ny) und R C R so spricht man von einer
(reellen) Zahlenfolge.

Definition 1.7 Sind f: D— R und g : R— S Funktionen, dann ist die Zusammen-
setzung (oder Komposition ) go f: D—S der Funktionen f und g definiert durch

(go f)(z) =g(f(z))

Zum Beispiel betrachte man die Funktion h(z) = sin(z*). Diese ist Komposition g o f
der beiden Funktionen f(z) = 2? und g(z) = sinz.

1.3 Mathematische Beweise

Mathematische Aussagen werden als Formeln oder als ,,Satz“, , Behauptung®, ,,Lemma“
etc. formuliert. Letztere bestehen meist darin, daf man aus einer Vorraussetzung (V),
die in Form einer Aussage formuliert ist, eine Aussage (A) folgert. Dafiir schreibt man

(V) = (A) und sagt ,,(V) ist hinreichend fir (A)“ oder ,(A) ist notwendig fiir (V)“.
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Gilt (V) = (A) und (A) = (V), so schreibt man (V) <= (A) und sagt ,,(V) und (A)
sind dquivalent®, (V) ist notwendig und hinreichend fiir (A)“ oder ,,(A) ist notwendig
und hinreichend fiir (V)“.

Mathematische Beweise verlaufen hdufig nach einem der folgenden Schemata:

1. Direkter Beweis: Durch deduktive Schliisse (Rechnung) wird die Aussage oder

Formel bewiesen. 7.B.:

Behauptung 1.1 /st n € N,n gerade (d.h. durch 2 teilbar), so ist auch n?
gerade.

Beweis : Sei n = 2k mit k € N. Dann gilt n? = (2k)* = 4k* = 2(2k?), also ist
n? gerade.
O

Man beweise entsprechend:

Behauptung 1.2 Ist n € N, n ungerade (d.h. nicht durch 2 teibar), so ist auch

n? ungerade.

Behauptung 1.3 Fir jedes n € N gilt

Z”:k:n(n—l—l)

k=1 2

Beweis : I + 2 +...4+4 n ,also?-ikzn(n%—l).
n +4n—14+...4+ 1 h=1
n+1l4+n+14+...4n+1

2. Indirekter Beweis: Bei dieser Beweismethode zeigt man die Richtigkeit von (A),
indem man annimmt, (A) wére falsch und daraus einen Widerspruch zu der Vor-
raussetzung (V) oder einer aus (V) abgeleiteten Aussage herleitet. Dabei macht
man die Grundvoraussetzung, dafl eine mathematische Aussage entweder richtig
oder falsch ist: ,Tertium non datur® oder ,,Prinzip vom ausgeschlossenen Drit-
ten“. Als Beispiel beweisen wir:

Behauptung 1.4 Sein € N.

(a) Ist n* gerade, so ist auch n gerade.

(b) Ist n* ungerade, so ist auch n ungerade.
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Beweis : Wir nehmen das Gegenteil der Behauptung (a) an, namlich, n sei un-
gerade. Dann ist nach Behauptung 1.2 auch n? ungerade, was einen Widerspruch
zur Vorraussetzung in (a) darstellt.

Ebenso beweist man die Aussage (b).

O
Behauptung 1.5 v2 ¢ Q (,,\/5 ist keine rationale Zahl®).
Beweis : Angenommen, /2 wire eine rationale Zahl, d.h. es gibe Zahlen
m,n € N, die teilerfremd sind, so daB /2 = 2 ist. Dann gilt 2 = TZ—;, also

m? = 2n%, und das bedeutet, m ist gerade. Es gibt daher eine Zahl k € N mit
m = 2k und damit auch m? = 4k? = 2n?, also n? = 2k?. Aus dieser Gleichung
sieht man, dafl auch n gerade ist, was der angenommenen Teilerfremdheit von n

und m widerspricht.
O

. Beweis durch vollstindige Induktion : Zu beweisen sei die Richtigkeit einer Aus-

sage (Formel) A(n), die von n abhingt fiir jede natiirliche Zahl n € N. Dann
zeigt man

(a) Induktionsanfang: A(1) ist richtig
(b) Induktionsschritt (SchluB von n auf n 4+ 1): Vn € N gilt: Ist A(n)
richtig (Induktionsannahme), so ist auch A(n + 1) richtig.

Damit ist bewiesen, daB A(n) fiir jedes n € N richtig ist. Denn angenommen es
gibe ein ng, so daB A(ng) falsch ware. Dann gabe es ein kleinstes ng mit dieser
Eigenschaft. Fiir dieses wire A(ng— 1) richtig, aber nicht A(ng). Das widerspricht
dem unter (3b) Gezeigten.

Wir beweisen die Behauptung 1.3 durch vollstdndige Induktion:

(a) Induktionsanfang (n =1): 1 = 12_2

k x nt1
(b) Induktionsschritt: Sei Y. [ = M%l fiir k < n.Zuzeigenist > [ = (nt1)(nt2),

=1 =1 2

n+1 n
3 1= 3 l(nt1) = 25 pn ] = f(n(nt1)+2(n+1)) = J((n+1)(n+2))

Dabei haben wir die Induktionsannahme beim zweiten Gleichheitszeichen bentitzt.

Den Induktionsschritt kann man auch folgendermaflen formulieren: Vn € N gilt:
Ist A(k) richtig fiir jedes & < n, so ist auch A(n 4 1) richtig. Will man die
Richtigkeit einer Aussage A(n) fiir alle ganzen Zahle n > ny beweisen (mit einer
ganzen Zahl ng), so lautet der Induktionsanfang entsprechend: ,,A(ng) ist richtig®.
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1.4 Ungleichungen und Betrige

Die reellen Zahlen sind wvollstindig geordnet, d.h., fir a,b € R gilt genau eine der
folgenden drei Beziehungen:

a<bodera=>bodera>5b

Dabei bedeutet z.B. a < b, daB a auf der Zahlengeraden links von b liegt.
Einige Rechenregeln fiir Ungleichungen sind:

a<bb<c = a<e,
r<y,a<lb = r4+a<y+b,
r<y,a>0 = azr < ay,
r<y,a<0 = azr > ay,
a<b = —a>-b,
<<y = 0<i§%,
a,b,c,d>0,a <b,ce<d = ac<bd.

Definition 1.8 Fiir eine reelle Zahl a € R definiert man den Betrag von a folgender-
mafen:

= a falls a > 0,
al = —a falls a < 0.

la| gibt auf der Zahlengeraden den Abstand des Punktes a vom Nullpunkt an. Einige
Eigenschaften des Betrages:

Jab] = lal[b

a |al
-5 = f“ b
|b| ) irb#0

la] <b <= —-b<a<b
la—2|<§ <= —-§<a—2<§ <= a—5<z<a+
Es gelten die folgenden Ungleichungen:

1. Dreiecksungleichung: Seien a,b,aq,as,...,a, € R. Dann gilt
bl <lal 4 B 5 13wl <3l (1)
k=1 k=1

2. Seien a,b € R. Dann gilt
|a — b = [[a] — [b]]. (1.2)
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. Bernoullische Ungleichung: Seien h > —1,h € R,n € N. Dann gilt

(1+h)" > 14 nh. (1.3)

. Seien n € N;ay,...,a, € R;a,...,a, > 0. Dann ist das geometrische Mitlel

stets kleiner oder gleich dem arithmetischen Mittel.
a1+ ay+...+a,

n

(1.4)

Yarag o ly <

. Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: Seien ay, ..., a,,b1,...,b, € R. Dann gilt

|;.i agby| < (i a?)z - (ki b2)z. (1.5)

Beweis :

C—Jal < a<lalund <[ <B< Bl = — (lal + b)) S a+b< lal +[b] = a+b] <

lal + [b].

- al =(a—b) + b < [a—b] + |b] = [a| —[b] < |a—b|.

b = |(b—a)+a| < [b—al+]a] = [b]=l|a] < [b—al = la—=b] = [la]=|b]| < [a—b].

. Beweis durch vollstandige Induktion:

n=1:14+h>1+h
Sei (14 k)™ > 1+ nh (Induktionsannahme). Dann folgt (14 )"t > (14 h)(1+
nh) =14+ (n+1)h+nh*>1+(n+1)h.

. Wir beweisen diese Ungleichung nur fiir n = 2: 0 < (y/a; — /a2)* = ay —

2\/a1\/az + ay = \Jaja; < QI;QQ

. Fiir beliehige A € R gilt 0 < 5 (a5 — Ab)? = 32 al — 233 agby + A2 37 b2,
k=1 k=1 k=1

k=1
> arby " (2 axbr)? n
Fiir A = #=1 ergibt sich damit 0 < 3 a? — 2=L—— also folgt (3 axbi)? <
> i S P =
k=1 k=1
(32 ai) - (52 b)-
k=1 k=1

O

Bei Gleichungen oder Ungleichungen mit Betragen hat man gewohnlich Fallunterschei-
dungen zu machen je nachdem, ob der zwischen den Betrigen stehende Ausdruck po-
sitiv oder negativ ist. Z.B. sei gesucht die Menge aller reellen z, die der Ungleichung

o —2+a|<5 (1.6)
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gentigen. Wir unterscheiden die Fille v —2 < 0,d.h. 2 <2und 2 =2 >0, d.h. = > 2.
Im ersten Fall lautet die Gleichung (1.6): | — 2 + 2 4+ x| < 5, ist also stets erfiillt. Im
zweiten Fall ergibt sich: [z — 2+ z| < 5, oder |z — 1] < 2, d.h. die Gleichung (1.6) gilt
im Fall > 2 fiir (2 <) 2z < % Insgesamt ist (1.6) also fiir z < % erfiillt.

Definition 1.9 Sei M C R. Die Menge M heifit nach oben beschrankt | falls gilt
dbe RVz € M :x <b,

oder, anders geschrieben, M C (—oo,b].
Die Menge M heifit nach unten beschrankt, falls gilt

da e RVz € M :a <,

oder, anders geschrieben, M C [a,00). Jedes solche b (a) heifit eine obere Schranke
(untere Schranke) fir M. Ist M nach oben und nach unten beschrinkt, so heiffit M
beschrankt.

Bemerkung 1.2 M ist genau dann beschrankt, wenn gilt: da,b € R : M C [a, b] oder
wenn gilt: 3c € RVz € M : |z| < c.

Ist M nach oben beschrankt, so gibt es eine kleinste obere Schranke. Diese heifit das
Supremum von M (sup M). Ist M nach unten beschriankt, so gibt es eine grofite untere
Schranke. Diese heifit das Infimum von M (inf M).

Zum Beispiel betrachte man M = {1 — L|n € N}. Dann gilt sup M = 1 ¢ M und
inf M =0 € M. Ist I eine beliebige Indexmenge und M = {a;|7 € I}, so schreibt man

fiir sup M auch sup a;. Ist M = {f(z)|z € I} (I ist hier z.B. ein Intervall der reellen
el
Achse), so schreibt man fiir sup M auch sup_; f(x).

Satz 1.1 Set M C R eine beschrinkte Menge. Bezeichnet man s = sup M und t =
inf M, so gilt Ve > 0 :

MnN(s—es+e)Z0 N MnN(t—eit+4e)#0.

D.h. in Worten: In jeder Umgebung von s liegl mindestens ein Punkt von M wund in
jeder Umgebung von t liegt mindestens ein Punkt von M.

Beweis : Sei s = sup M. Wir nehmen (indirekt) an, daB M N (s —¢e,s +¢) = 0 gilt.
Dannist Vx € M :x < s—eVax > s+e¢&. Da s eine obere Schranke von M ist, kann der
Fall x > s+ ¢ nicht eintreten. Es gilt daher Vx € M : z < s —e < s—% = 5§ =8 — %,
also ist sy eine obere Schranke von M und s; < s, was der Definition von s = sup M
widerspricht.

Analog beweist man die zweite Behauptung.
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1.5 Kombinatorik

Gegeben seien n paarweise verschiedene Elemente aq,...,a,. Jede Anordnung aller
dieser Elemente heiit eine Permutation. Gesucht ist die Anzahl P(n) der moglichen
Permutationen dieser n Elemente. Als Beispiel betrachten wir alle moglichen Permu-

tationen der Zahlen 1,2,3: (123),(132),(213),(231), (312),(321). Also ist P(3) = 6.

Satz 1.2 Sein € N. Die Anzahl P(n)der méglichen Permutationen von n Elementen
ist gleich n! == 1-2---n.

Beweis : Beweis durch vollstandige Induktion.

e n=1:P(l) =1 =1 richtig, da es genau eine Moglichkeit gibt, ein Element
anzuordnen.

e Induktionsschritt: Seien Elemente ay, ..., a,41 gegeben. Dann gibt es nach der
Induktionsvoraussetzung genau n! Permutationen mit a; an erster Stelle, ebenso
n! Permutationen mit ay an erster Stelle, usw. Insgesamt ergeben sich also

(n + l)n! = (n + 1)!

Permutationen.

O
Seien wieder n paarweise verschiedene Elemente aq,. .., a, gegeben. Jede Auswahl von
k verschiedenen Elementen aus diesen n Flementen heiit eine Kombination von n Ele-
menten zur k-ten Klasse (ohne Wiederholung). Gesucht ist die Anzahl der Kombinatio-
nen von n Elementen zur k-ten Klasse. Zum Beispiel n =3,k =2:ay = 1,ay = 2,a3 =
3. Moglichkeiten, aus den Zahlen 1,2,3 je zwei auszuwahlen, sind {1,2}, {1,3},{2,3}.

Die Anordnung in einer Auswahl spielt dabei keine Rolle!

Satz 1.3 Gegeben seien n paarweise verschiedene Flemente ay,...,a, und k € N mit
0 < k <n. Die Anzahl K} der Kombinationen der n Elemente zur k-ten Klasse ist

N AN n(n—l)---(n—k—l—l)_ n!
"“‘(k) 12k = kl(n— k)l

(sprich ,n dber k). (Z) heifft Binomialkoeffizient; man definiert noch (g) = 1.

Beweis : Die k-elementigen Teilmengen von {ai,...,a,} ergeben sich, wenn man
von jeder der n! Permutationen die ersten k& Elemente nimmt. Dabei erhdlt man jede
Auswahl gerade k!(n — k)! oft, da die ersten k& Elemente k! verschiedene Anordnungen
und die n — k letzten Elemente (n — k)! verschiedene Anordnungen haben kénnen.

O
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Beispiel 1.1: Wieviele Moglichkeiten gibt es beim Zahlenlotto ,,6 aus 45 “?
Die Anzahl der Kombinationen von 45 Elementen zur 6-ten Klasse ist

45 45!
= _—314
((s) 6l 301 > 140000

Einige Rechenregeln fiir Binomialkoeffizienten:

(1) =0 )= 0 1
(’f) :(nfl) “n . Rekursionsformel: ("Zl):(kjl>+(z> 1.

Fiir kleine n und k& kann man zur Berechnung der Binomialkoeffizienten (:) das Pas-
calsche Dreieck beniitzen:

S k=0

n=0— 1 k=1

n=1— 1 1 k=2

n=2— 1 2 1 v k=3
n=3— 1 3 3 1 v k=4
n=4— 1 4 6 4 1 v k=5
n=>5— 1 5 10 10 5 1

Satz 1.4 (Binomischer Lehrsatz) Seien n € Ny, a,b € R. Dann gill

(a_l_ b)n _ Zn: <n> an_kbk.
k=0 k

Beweis : Beim Ausmultiplizieren des Produktes

(a+b)---(a+b)

n Klammern

entsteht ein Glied mit b* genau so oft, wie man aus den n Klammern k verschiedene
auswiahlen kann, also (Z) mal. Aus den anderen n — k Klammern ergibt sich der Faktor

a™ "k,

O

Gegeben seien wieder n paarweise verschiedene Elemente ay, ..., a,. Eine Kombi-
nation mit Wiederholung von n FElementen zur k-ten Klasse ist jede Auswahl von k&
Elementen aus a4,...,a,, wobei jedes Element beliebig oft ausgewéhlt werden kann.
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7.B. ergeben sich fir n = 3,47 = 1,a2 = 2,a3 = 3 als Kombinationen mit Wiederho-
lung zur 2-ten Klasse:

(1,1),(1,2),(1,3),(2,3),(2,2), (3,3).

Die Anzahl K} der Kombinationen von n Elementen zur k—ten Klasse mit Wiederho-

Kr = (n+:_1>.

Beriicksichtigt man bei der Auswahl der Elemente die Reihenfolge, so spricht man

lung ist gegeben durch

von Variationen: Jede Zusammenstellung von k der n gegebenen paarweise verschiede-
nen Elemente ay, ..., a, unter Beriicksichtigung der Anordnung, wobei jedes Element
hochstens einmal auftreten darf, heiit eine Variation (ohne Wiederholung) von n Ele-
menten zur k—ten Klasse. Die Anzahl V)7 der Variationen von n Elementen zur k-ten

Klasse ohne Wiederholung ist gegeben durch

Zum Beispiel erhilt man fiir n = 3,01 = 1,a3 = 2,a3 = 3 und k& = 2 die Variationen
zur 2—ten Klasse durch

(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(2,3),(3,2).

Jede Zusammenstellung von k£ der n gegebenen paarweise verschiedenen Elemente
a1, ...,a, unter Beriicksichtigung der Anordnung, wobei jedes Element beliebig oft
auftreten kann, heiit eine Variation mit Wiederholung von n Elementen zur k-ten
Klasse. Die Anzahl V;* der Variationen mit Wiederholung von n Elementen zur k-ten

Klasse ist gegeben durch

V}Cn — nk.

1.6 Die Euklidische Ebene R?

Nach der Definition des kartesischen Produktes zweier Mengen ist R* = {(z,y)|z,y €
R }. Die Elemente von R? kann man auch als die Punkte einer Zeichenebene in einem
x/y-Koordinatensystem betrachten. Dann besteht eine bijektive Beziehung zwischen

R? und den Punkten der z/y-Ebene.
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(2,1)

Spezielle Mengen in der Ebene sind zum Beispiel:

1. Der Graph einer reellen Funktion f: Ist D ein Intervall der reellen Achse und
f:D — R so heiBt die Menge Graph(f) := {(z, f(z))]z € D} C R? der Graph
der Funktion f (vgl. die Bemerkung im Anschlufl an Definition 1.5).

Zum Beispiel ist der Graph der Funktion f : # — a-z + b eine Gerade, der Graph
von f:x+— /z,(x > 0) der obere Ast einer Parabel.

2. Ist eine Funktion F' : R*~—R gegeben, so heiBt fiir ¢ € R die Menge

{(a.y)| Fla,y) = c} fiir c € R

die Léosungsmenge der Gleichung F(z,y) = ¢ (im Fall ¢ = 0 heifit obige Menge
auch Nullstellenmenge von F'). Die Losungsmenge einer Gleichung beschreibt oft
eine Kurve in der Ebene, sie kann aber auch leer sein oder aus einzelnen Punkten
bestehen.

Sei F(x,y) := 2% + y* Dann ist fir r € R,r > 0 : {(z,y)|F(z,y) = r*} der Kreis
mit Radius r um den Koordinatenursprung. Dieser Kreis ist also die Lésungsmenge
der Gleichung z* 4+ y*> = r?. Entsprechend beschreibt die Gleichung 61/2—_5611 = - die

Gerade durch die beiden Punkte (ay,b;), (a2, b3). Diese Gerade ist die Nullstellenmlenge
der Funktion F(z,y) := (by — by)(z — a1) — (a3 — a1)(y — by). Einige weitere haufig
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auftretende Kurven der Ebene sind:

(x —a)+ (y—b)? =r? Kreis mit Radius r und Mittelpunkt (a,b),
ﬁ—i + Z—; =1 Ellipse mit den Halbachsen a und b,

2 2

S—H=1 Hyperbel mit den Halbachsen a und b,

y? — 2px =0 Parabel (p € R).

Ist die Losungsmenge von F(z,y) = ¢ eine Kurve, so besteht die Menge aller Punkte
(z,y) mit F(z,y) < ¢ (oder > ¢) oft aus den Punkten auf einer ,Seite“ der Kurve.
Einige Beispiele:

1. Fz,y) := bz — %y: F(z,y) = 1 beschreibt eine Gerade, und F(z,y) <1 (> 1)
beschreibt die Menge der Punkte oberhalb (unterhalb) dieser Geraden.

2. Fiir welche Punkte der Ebene gilt gleichzeitig
2 +y’<lund |z —y| <17

Die erste Ungleichung beschreibt das Innere des Einheitskreises, die zweite Un-
gleichung die Menge der Punkte zwischen den Geraden y =z —1 und y = 2 4 1.
Fiir die Punkte aus dem Durchschnitt dieser beiden Mengen gelten beide Unglei-
chungen.

Ein Winkel o entsteht durch Drehung eines Zeigers um den Punkt (0,0) der Ebene.
Die Lénge [ des zugehorigen Einheitskreisbogens ist das Bogenmafi des Winkels falls
die Drehung im mathematisch positiven Sinn (gegen den Uhrzeigersinn) erfolgt. Falls
die Drehung im mathematisch negativen Sinn erfolgt ist das Bogenmaf gleich —[. Das

Gradmaf$ a°® (eine volle Drehung entspricht 360°) rechnet sich demnach zum Bogenma8
vermoge der Beziehung =122 um. Zum Beispiel

Gradmafl | Bogenmafl
45o i
90 ) 2
270 o

Die Lange des Kreisbogens mit Radius r iiber einem Winkel mit BogenmaB « ist |ra|.
Jetzt wollen wir an die Definition der trigonometrischen Funktionen erinnern (z.B. im
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rechtwinkligen Dreieck):

sina = 2 cosa = 2
[+ [+

b

In einem beliebigen Dreieck mit den Seiten a, b, ¢ und den jeweils gegeniiberliegenden
Winkeln a, 3, gelten die Beziehungen

a? =b%+ ¢ — 2bccos o Kosinussatz,

sinae __ sinf83 _ siny Sinussatz
— — ssatz,

a b C
cos(a+ ) = cosacos f —sinasin 3 Additionstheorem fiir den Kosinus,
sin(a 4+ 3) = sina cos # + cos asin § Additionstheorem fiir den Sinus.

Weiters definiert man tana := 5= und cot o := 32,
Oft ist es giinstig, spezielle Koordinatensysteme zu wéhlen. Ein gegebenes Koordina-
tensystem wird in ein anderes tibergefithrt durch eine sogenannte Koordinatentransfor-

mation. Finfachste Koordinatentransformationen sind:

1. Verschiebung des Koordinatensystems um den Vektor (a,b): Ein Punkt mit den
Koordinaten (z,y) geht iiber in den Punkt (Z,§) mit # =2z —aund g=y —b

2. Drehung des Koordinatensystems um den Nullpunkt (0,0) mit Winkel a: Ein
Punkt mit den Koordinaten (z,y) geht iiber in den Punkt (%, ) mit # = z cos a+
ysina und § = —zsina + ycos a. Die umgekehrte Koordinatentransformation
ist hier gegeben durch die Gleichungen x = Z cos @ — g sin a; y = T sin a + g cos .

3. Einfithrung von Polarkoordinaten: Fin Punkt (z,y) € R? kann auch durch seinen
Abstand r vom Nullpunkt und, falls (z,y) # (0,0) ist, durch den Winkel ¢, den
ein vom Nullpunkt zu dem Punkt zeigender Strahl mit der positiven z-Halbachse
bildet, charakterisiert werden. (r, ¢) sind die Polarkoordinaten des Punktes (z,y),
in Formeln

x=rcos¢p, y=rsing firld<r<oo,0<¢o<?2nr.

Fir den Nullpunkt (0,0) ist dabei ein Winkel ¢ nicht festgelegt. Umgekehrt

ergeben sich r und ¢ aus z,y geméaf

r=+/x?+y? , ¢ = arctan E’

T
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dabei hat man den Wert des Arkustangens (vgl. Abschnitt 2.8) geeignet zu
wihlen: Fiir die Punkte im Inneren des ersten (zweiten, dritten bzw. vierten)
Quadranten gilt 0 < ¢ < I (Z << m,m << baw. I << 2m).

1.7 Komplexe Zahlen

Fiir z € R gilt stets * > 0, also hat die Gleichung z? = —1 keine reelle Lésung. Man
definiert deshalb ein Symbol j, die sogenannte imagindre Finheit, durch die Gleichung
32 = —1. Mit Hilfe von j erweitert man den Bereich der reellen Zahlen zum Bereich der

komplexen Zahlen C:
C :={z+jylz,yeR}

Zwei komplexe Zahlen 7 4 jy; und x4+ jys sind gleich, wenn z7 = x5 und y; = y, gilt.

Definition 1.10 Seien x1 + jy; und x9 + jys zwei komplexe Zahlen. Man definiert:

(x1 4+ Jgy1) £ (224 Jy2) = (21 £22) + J(y1 £ y2) (1.9)
(z1 4+ Jv1) - (z2 4+ Jy2) = (2122 — y1y2) + j(z1y2 + z2u1) (1.10)
T+ I (122 4+ v1ya) + J(—21y2 + T2y1)

LI 111
o2t i Tt o2 (1.11)

Ist z = x4+ jy € C, dann bezeichnt Rz := x den Realteil und Sz := y den Ima-
ginérteil der komplexen Zahl z. Die zu z konjugiert komplexe Zahl ist z 1= = — jy und

|z| := V&% + y? heif§t der Betrag der komplexen Zahl z.

Zwei komplexe Zahlen sind also genau dann gleich, wenn ihre Realteile und ihre ITma-

ginérteile gleich sind. Weiters gilt |z]* = 2z, Rz = 22 und Sz = 5%, Beachtet man

27
% = —7, so erhalt man auch leicht die folgenden Beziehungen:
- Z zZ1
le:ZQZEIiéQ,Zl'ZQ:Z_I'%, (—1): :1 (22%0)
Z9 Z9
_ z z
Pl b al < al 4l al = [l |2 = 2 A0
2 2

Beziiglich der oben definierten Grundrechnungsarten bildet C einen Kérper, d.h. es
gelten die iiblichen Rechenregeln.

Man kann komplexe Zahlen in der Ebene R? darstellen, indem man der komplexen
Zahl x + jy den Punkt (z,y) von R? zuordnet. Wir schreiben dafiir = + jyZ=(z, y).
Man spricht dann von der Gaufischen Zahlenebene. Die x-Achse heifit reelle Achse,
und die y-Achse heiit imagindre Achse. Betrachtet man die komplexe Zahl x + jy als
Ortsvektor des Punktes (z,y), so entspricht die Regel (1.9) der Addition komplexer
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Zahlen genau der Addition der zugehorigen Vektoren. Stellt man den der komplexen
Zahl z entsprechenden Punkt (z,y) in Polarkoordinaten (r,¢) dar, so erhilt man

R
r=|z|, ¢ = arctan R, (1.12)
z =r(cos ¢+ jsin @). (1.13)

Der Winkel ¢ in der Darstellung einer komplexen Zahl mittels Polarkoordinaten z heifit
ihr Argument: ¢ = arg z. Wir schreiben dann formal fiir (1.13): z = re??; d.h. wir setzen
e? = cosd+ jsing

Spater werden wir sehen, dafl diese Beziehung nicht nur im formalen Sinne besteht.
Das Argument ¢ ist dabei nicht eindeutig bestimmt. Manchmal legt man es durch die
Bedingung —7m < ¢ < 7 fest und schreibt dann ¢ = Arg z.

Satz 1.5 Flir beliebige ¢, 09 € R und n € N gilt

¢i(b1+d2) — it it Additionstheorem
(ej¢)” = el Formel von de Moivre?
eid — e—id
el? = ej(¢+2k”), keZ Periodizitat von e*

Beweis : Wir beweisen die erste Formel, die anderen Formeln ergeben sich analog.
e/ (#1482) = cos(hy + dy) + 7 sin(pr + ¢z) = (cos Py cos Py —sin ¢y sin py) 4 j(sin By cos By +
cos ¢ sin ¢y) = (cos ¢y + 7 sin ¢y)(cos ¢y + 7 sin ) = e/?1e4%2. Dabei haben wir die Ad-
ditionstheoreme fiir die trigonometrischen Funktionen benutzt.

O

Oft schreibt man die Formel von de Moivre in der Form
(cos ¢+ jsin )" = cos(ng) + jsin(ne).

Die Grundrechnungsarten fiir komplexe Zahlen lassen sich folgendermafen geometrisch
interpretieren: Der Summe z = z; + 2z, entspricht derjenige Punkt in R?, der durch
Addition der zu z;=(z1,y1) und z;=(z4,y,) gehérenden Vektoren entsteht (Parallelo-
grammregel).

Fiir 2, = |2]e7%1, 25 = |2,|e??2 folgt aus Satz 1.5:

Z129 = |21||22|€j(¢1+¢2) (1.14)
Z1 21] ior-sn)

= e\ T (2 0 1.15

29 EA (22 70) ( )

Fiir das Produkt z = z;2; zweier komplexer Zahlen z, 25 ergibt sich in Polarkoordina-
ten also der Betrag |z| als Produkt der Betrdge von z; und zy, und das Argument arg z
als die Summe der Argumente von z; und z,.
Beispiele zur Anwendung komplexer Zahlen:

2Abraham de Moivre (1667-1754)
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1. Losung quadratischer Gleichungen: Seien a,b,¢ € R;a > 0. Wir betrachten die
Gleichung
az> +bz+c¢=0. (1.16)

Dann sind z; 5 = —% + iva —4ac die beiden Losungen (oder Wurzeln) der
Gleichung (1.16). Man unterscheidet je nach dem Vorzeichen der Diskriminante
D := b? — 4ac drei Fille:

D >0 : 2 reelle Losungen
D =0 : 1 reelle Losung (sog. Doppellésung)
D < 0 : 2 komplexe Losungen 5 = :I: ]2L 4ac — b?

Als Beispiel betrachten wir die Gleichung
2Z4V224+1=0. (1.17)

Sie hat die beiden Lésungen zy 5 = —¥%= V2 4 \/ \/_ + ]\/7 —14j).

2. Losungen der Gleichung 2" = a;n € Nya #0 € C: Ist a = |a|ef¢, so hat die

Gleichung 2" = a genau die n Losungen

2= a5 k=0,1,...,n—1. (1.18)

Wir betrachten zum Beispiel die Gleichung z* = 8. Dann erhilt man

-042km 2k7 2k
25 = 2¢’ S Q(COSTTF%—jSinTTr) k=0,1,2.

Die Gleichung z° = —8 hat die Lésungen

% + 1 % + 1
%—I—jsin%), k=012,

r+2kﬂ
2, = 2€’ = 2(cos

oder explizit:
z1=2(cos T 4 jsink ) =1 + V3,
Zo= Q(COS— + 7sin ?) =—2,

z3= 2(cos3E + jsin 2T) =1 —_]\/g.

3. Komplexer Widerstand: Bezeichne die zeitabhangige Spannung mit u(¢) und den
Strom mit ¢(¢). Im Wechselstromkreis mit Widerstand R, Kapazitiat C' und Selbst-

induktion L sind Spannung und Strom periodische Funktionen von ¢:
u(t) = ugcos(wt + o) , i(t) = igcos(wt + 3) (1.19)
Man fiihrt nun die folgenden komplexen Funktionen ein

Ut) = uoej(“’t"'a) = ugp(cos(wl + ) + jsin(wt + ), u(t) =RU(t)(1.20)
I(t) := joe! W) = ig(cos(wt + B) + gsin(wt + 7)), (t) = RI(t) (1.21)
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Dann 1afit sich der Zusammenhang zwischen u(t) und i(¢) tiber das Ohmsche
(Geselz in seiner komplexen Form berechnen, welches besagt, daf

Ut) =7 1(1) (1.22)

gilt. Dabei heifit 7 der komplexze Widerstand. Fiir einen Widerstand R im Strom-

kreis setzt man Z = R, fiir eine Kapazitit C' setzt man Z = -~ und fiir eine

jwC
Induktivitat L ist der komplexe Widerstand 7 = jwl.
Bei einer Reihenschaltung errechnet sich der komplexe Gesamtwiderstand nach

7 = Z 71, bei Parallelschaltung nach Zn: L Den Realteil des komplexen
=17

Wlderstandes RZ bezeichnet man als Wzrszdevstand den Imaginarteil 37 als

Blindwiderstand und den Betrag |7| als Scheinwiderstand oder Impedancz.

Als Beispiel betrachten wir die Reihenschaltung eines VViderstandes R, einer
Induktivitdt L und einer Kapazitdt C'. Dann gilt: 7 = ]w(, =

R+ j(wL — —=). Es ergibt sich |Z] = \/RQ + (wL — )2 und arg Z = ¢ mit

tan ¢ = LT. Aus 1.22 folgt nun durch Vergleich von Betrag und Argument
fir die Amplitude des Stromes:

Uo
VR + (WL — 5)2

und fiir die Phasenverschiebung ¢ = o — 3:

ioz

1
wL—wO

tan & =
an ¢ 7
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Kapitel 2

Folgen, Grenzwerte, Funktionen

2.1 Zahlenfolgen, Konvergenz

Definition 2.1 Fine reelle (bzw. komplexe) Zahlenfolge ist eine Abbidung f von N (oder
Ny 0.d.) in die Menge der reellen (bzw. komplezen) Zahlen.

Jedem n € N wird also eine reelle (oder komplexe) Zahl f(n) = a, zugeordnet. Man
schreibt fiir eine Zahlenfolge a1, a3, as, . . ., (an)nEN , (an)py oder kurz (a,,). Dabei heifit
ay allgemeines Glied (n-tes Glied) der Folge (ay,), . - Folgen sind oft gegeben durch

e explizite Formeln:

— 1 1 1
Gn = n+1 593300

n=0,1,2
a, =2+ jn,n =0,1,2,... ;die ersten Glieder sind 2,2 4 7,2 4+ 27, ...
n=20,1,2,... ;die ersten Glieder sind 1, q,¢?%, ...

an =(n+1a,—1 ,n=0,1,2,..., ap = 1;die ersten Glieder sind 1,2,6,...
an =5(an_1 + - — ),n=0,1,2,..., ag = 1;die ersten Glieder sind 1, 2, %, e

Definition 2.2 Die kompleze Zahlenfolge (ay,),en heifst beschrankt, falls
3CeRVREN :|a,| <C.

Die reelle Zahlenfolge heifst

(monoton) wachsend, falls Vn € N :a, < any1,
(monoton) fallend, falls Vn € N : a, > an41,
(monoton) nichtfallend, falls Vn € N : a, < a,41,
(monoton) nichtwachsend, falls ¥n € N : a, > any1.

25
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Grundlegend fiir die Betrachtungen der mathematischen Analysis ist der Begriff der
Konvergenz einer Zahlenfolge.

Definition 2.3 Die (reelle oder komplexe) Zahlenfolge <a”>neN heifit konvergent gegen
den Grenzwert (oder gegen den Limes) a, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein Nz € N g¢ibt, so
daf§ |a, — a| < ¢ gilt fir alle n > Nez. In Formeln

Ve > 034Nz :n > Ne = |a, —al < e.

Man schreibt in diesem Falle a,, — a (firn — oo) oder li_)m an, = a und nennt (ay),en

eine konvergente Folge. Ist der Grenzwert der Folge (a,),en Null, so heifit (an),en
eine Nullfolge.

Umgebung eines Punktes a € R heifit jedes offene Intervall, das a enthéilt, und auch
jede Obermenge eines solchen Intervalls. Umgebung eines Punktes a € C heifit jede
offene Kreisscheibe {z||z —b| < r}, die den Punkt a enthélt, und auch jede Obermenge
einer solchen Kreisscheibe. Nun besagt die Konvergenz einer Folge (a,) zum Grenz-
wert a, daB es zu jeder Umgebung von a einen Index gibt, so dafi ab diesem Index
alle weiteren Folgenglieder in der Umgebung liegen. Dieser Index hangt von der be-
trachteten Umgebung ab. An Stelle von ,ab diesem Index alle weiteren Folgenglieder®
sagt man auch ,schliefllich alle Folgenglieder©oder ,fast alle Folgenglieder”. Eine nicht
konvergente Folge heifit divergent.

Satz 2.1 Se: (an)nEN eine (reelle oder komplexe) Zahlenfolge. Dann gill:
1. a, = a < (a,—a), 1 ist Nullfolge
2. Jede konvergente Folge ist beschrdnkt.

3. Jede Zahlenfolge hat hochstens einen Grenzwert.

Beweis : Die erste Aussage folgt unmittelbar aus der Definition der Konvergenz.
Zur zweiten Aussage: Ist (a,) konvergent gegen a, so gibt es eine natiirliche Zahl Ny,
so daB |a, — a| < 1 fiir alle n > Ny gilt, also ist |a,| < |a, — a| + |a| < 1+ |a| fiir alle
n > Ni. Somit gilt fir jedes n € N : |a,| < max{|a1|,...,|an, |, 1 + |a|}
Die Aussage (3) beweisen wir indirekt (z.B. fir eine reelle Zahlenfolge):
Die Folge (a,) habe die Grenzwerte a und a’,;a # a'. Sei ¢ = 2’22 Dann liegen in
jedem der beiden Intervalle (a — e,a + ¢) und (a’ — €,a’ + ¢) schlieBlich alle Glieder
der Folge (a,). Es gibt also Folgenglieder die in beiden Intervallen liegen. Dies ist ein
Widerspruch, da die beiden Intervalle disjunkt sind.

O

Einige Beispiele fiir konvergente oder divergente Zahlenfolgen:

1. a, =2, n=1,2,.... Dann gilt

n?

1 1
an =0/ = |- — 0] =
n n
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Waihlt man zu gegebenem ¢ > 0 eine natiirliche Zahl Nz mit Ng > é so gilt fiir
jedesn > Ng :|a, — 0] =1 < Nig < ¢. Die Folge (a,) ist also eine Nullfolge.

2. a, = n, n = 1,2,.... Diese Folge hat offensichtlich keinen Grenzwert, aber zu
jedem K € R gibt es einen Index Nk, so daB fir n > Ng stets a, > K gilt (K
kann also insbesondere beliebig groB gewéhlt werden). Eine solche Folge, fiir die
also gilt

VK e RANg €N :n > Ng = a, > K,
heifit eine bestimmt divergente Folge (gegen +00), und man schreibt dafiir auch

(a, — oo fiir n — oo oder li_>m a, = oc). Entsprechend heifit eine Folge mit

VK e RINgk €eN:n > Ng = a, < —K
bestimmt divergent gegen —oc.
3. a, = (—1)". Diese Folge nimmt abwechselnd die Werte +1 an, sie ist divergent.

4. a, = n(l 4+ (—1)*). Die erste Glieder dieser Folge lauten 0,4,0,8,0,...; sie ist
divergent.

5. a, = q", q € R, die sogenannte geometrische Folge .
(a) |g| < 1: Dann ist (a,) eine Nullfolge.
Fiirq:()istdasklar;q#():|;—|:1—|—p, p>0=|q" = (IJ:)H < lJr]np—>

0 = a, — 0. Dabei haben wir die Bernoullische Ungleichung (siehe 1.4, 3.)
benutzt.

(b) ¢ =1: Dann ist a, = 1 fir n =1,2,..., also a, — 1.

(¢c)g>1:g=1+p, p>0=¢"=(1+p)* >1+np. Die Folge (a,) ist daher
bestimmt divergent gegen oc.

(d) ¢ < —1:a, = (—1)"q|" ist fiir ungerades n kleiner oder gleich -1 und fiir
gerades n grofler oder gleich 1. Die Folge (a,) ist daher divergent.

6. s, =1+3+14+...4+L: Esgilt

s =143+ GH)+ G+t F (T wm) 2
T+2+21441 4. +2"Fr=1+2(k+1) 5

Die Folge (s,,) ist daher bestimmt divergent: li_>m Sy = 00.

Definition 2.4 Fine Zahl a € R heifit ein Haufungspunkt der Folge ((J,n)nEN, wenn
in jeder Umgebung von a unendlich viele Glieder der Folge (a,),en liegen; der Punkt oo
(bzw. —o0 ) heifit ein Hiufungspunkt der Folge (ay),env , falls eine Teilfolge von (ay,),en
bestimmt divergent ist gegen oo (bzw. —oo ). Der grofite (bzw. kleinste) Hdiufungspunkt
einer Folge heifit die obere (bzw. untere) Haufungsgrenze der Folge. Die obere Hdiufungs-
grenze heifit auch der Limes superior der Folge, die untere Hiufungsgrenze heifst auch
der Limes inferior der Folge.
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Zum Beispiel besitzt die Folge (a,) : a, = (—1)",n € N, die beiden Haufungspunkte
+1. Es gilt

Satz 2.2 Die reelle Zahlenfolge (a,),crv ist genau dann konvergent, wenn sie nur einen
Hdaufungspunkt hat und dieser endlich ist.

2.2 Rechenregeln und Konvergenzkriterien fiir Fol-
gen

Zuniachst stellen wir einige Rechenregeln fiir die Grenzwerte konvergenter Folgen zu-

Samminern:

Satz 2.3 Seien (an,)pen und (by),ent Zahlenfolgen mit a,, — a und b, — b firn — oo.
Wir bilden neue Folgen: (a, +b,), (anb,) und (aa,), wobei o € C ist. Dann gilt

ngglo(an:i:bn) =a+b, (2.1)
nli_}r&(anbn) = ab, (2.2)
nli_)r(r)lo(aan) = aa. (2.3)

Ist b # 0, dann sind auch schlieflich alle Folgenglieder b, # 0. Fiir diese Indizes
betrachtet man die Folge (3*) Dann gilt

Qn

. a
Weiters gill:
in () = o 29
lim (/a,) = Va falls a,, > 0. (2.6)

n—oo

Beweis : Wir beweisen als Beispiel die Beziehungen (2.1), (2.5) und (2.6):

(2.1): [(an £ b) — (a £ )| < |an — a| + |by — b

¢V€>OEIN5€N‘V’n>N€:|an—a|<%,|bn—b|<%

= Vn>Ne:|(a,+b,)—(atb)|<e= (a,L£b) —>ath
(2.5): ||an| — |al] < |an —a| — 0

(2.6): Ist a = 0, so gibt es ein Nz mit |a,| < €* fiir n > Nz = /a4, <e. Ist a # 0, so
gilt /@, — va| = Stk < ezt 0 5 (an) - va.
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O
Einige Beispiele:
1. a, = 5. ¢*: Dann ist a, = qn;_ll_l und daher gilt fiur 0 < ¢ < 1:
k=0
n 1
lim a,, = lim b
n—00 n—00 kzzjoq 1 — q
2. ap = i Dann ist a, = n%1+ln% = %1+1n%; wegen =+ — 0 und L — 0 folgt

lim, o a, = 0.

3. a4y = /222 Dann folgt (mit (2.6)) lim, e a, = /2
4. a, =+/n+1—+/n—1: Dann gilt
(\/n—l—]—\/n—])(\/n—l—]—l—\/n—]) 2

vVn+14+yn—1 _\/n—l—l—l—\/n—l’

n

also ist lim, o a, = 0
Nun sollen zwei wichtige Konvergenzkriterien fiir Zahlenfolgen angegeben werden.

Satz 2.4 (Vergleichskriterium) Seien (a,),en, (bn)pent und (cn)nen reelle Zahlen-
folgen mit a, < b, < ¢,. Ist weilers lim,_,o a, = lim,_o ¢, = a, dann g¢ilt auch
lim,_ o b, = a.

Beweis : Fiir ¢ > 0 gibt es N € N und Mz € N mit |a, — a| < ¢ fiir n > Nz und
e, —a|l <efirn > M =>a—¢<a, <b, <c¢, <a+e=|b,—al < e fir alle
n > max(Ng, Mg), also b, — a.

O

Satz 2.5 Fine monoton nichifallende (bzw. nichlwachsende) und nach oben (bzw. un-
ten) beschrinkte Folge (a,),en ist konvergent.

Beweis : Wir beweisen den Satz fiir monoton nichtfallende Folgen. Sei |a,| < C =
a := sup{a,|n € N} < C. Nach der Definition des Supremums gilt: Ve > 0day :
lay —al<e=Vn>N:ay<a,<a=Vn>N:la,—a| <& = a, > a.

O
Insbesondere ergibt sich aus Satz 2.4 die folgende Aussage: Ist (a,),cpy eine Nullfolge
und ist (b,),en eine Folge mit |b,| < |a,|, so ist auch (b,),cn eine Nullfolge.
Das Vergleichskriterium ergibt sich auch leicht aus der folgenden allgemeineren Aussa-

ge:
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Satz 2.6 Sind (a,),en und (b,),en Folgen mit a, < b, und gilt lim, ., a, = a bzw.
lim,_ o0 b, = b, so gilt a <b.

Der Beweis sei dem Leser iiberlassen. Wir bemerken, dafl aus der starkeren Vorausset-
zung a, < b, an Stelle von a,, < b, im allgemeinen nicht a < b gefolgert werden kann
(man betrachte a,, = 0,b,, = %)

Einige Beispiele:

L limp oo 2% = 0, denn [222| < %

2. limy0 /n = 1, denn: Sei a,, := Yn—1=a, >0=>n=(14+a,)" > 1+

n(n+1) 2 2 2 2
57—, =>0<a, <2=0=a,—0=a,—0.

3. ¢ >0, dann gilt lim, 0o /g = 1 denn: Es gilt 2.B. fiir ¢ > 1: 1 < /g < /n fiir
hinreichend groBes n. Nach Satz 2.4 und 2. gilt /g — 1.

2.3 Die Eulersche Zahl e

Wir betrachten die Folge

n 1 11 1
~ 141 -
S rmo Ayttt s nel

Offensichtlich ist (b,) monoton Wachsend Weiters gilt 2 < b, < 3, denn aus der
Ungleichung 5 = 5= < 155 = 77—+ (k € N) folgt

1.2k — 1.2...2

1 1— (L) 1
2

B | =

[ eR

Damit ist (b,),erv nach Satz 2.5 eine konvergente Folge.

Definition 2.5 Der Grenzwert der Folge (b,),cnv heifst die Eulersche Zahl und wird

mit e bezeichnet.

e == lim b,
n—00

Satz 2.7 Die Folge der Zahlen a, = (1 + %)”,n € N, ist konvergent, und es gilt

lim a, = lim (1 + l)” = e. (2.7)

n—oo n—oo n

Beweis : Die Folge (ay),en ist beschrankt:

(1) = fmmstoonskbl o Ly - (1= 2). (1 - k=l < L
=+ =3 (ML <y Lop <e
= a ( + n) k2=:0 (k)nk —kZ::O k! > €
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Die Folge (ay),en ist monoton nichtfallend:

Antl (M)H+I(L)n — ﬁ(n+1+1)n+l(n+1—l)n+l _ ﬁ( n+1!2—1)n+1 .

an n+1 n+1 n (n-|-1)2(”+1) ~  n (n+1)2 -
n+1 o 1 +1 n+1 1 _
n (1 <(n+1)2 )71 2 n (1 n-|-1> =1= Gn41 2 Gn,

Das Ungleichheitszeichen folgt aus der Bernoullischen Ungleichung (siehe 1.4, 3.).
Damit ist (a,),en als monoton nichtfallende beschriankte Folge nach Satz 2.5 konver-
gent. Wahle [ € N fest und sei n > [. Dann gilt

o= (1417 =y (Z)n%=1+éﬁ1(1_%)(1_%)__.(1_1%1>
> 14 Zl:%1(1—%)(1_2)...(1_16;1):>

[ l
’ k=1 "

L&Bt man in dieser Beziehung [ gegen Unendlich streben und verwendet das Vergleichs-
kriterium (Satz 2.4), so erhalt man

lim a, > e > lim
n—00 =00

Da die Zahlen auf der linken und auf der rechten Seite iibereinstimmen, folgt

Iim a, = e.
n—o0

O
Bemerkung 2.1 1. Die Eulersche Zahl e hat die Dezimaldarstellung
e = 2.7182818284590. .. .
2. Man kann zeigen, daf} fiir jede Zahl x € R sogar
. Tin _
7}1_>Holo(1 + ;) =¢e” und (2.8)
n .ka

Jim 2 gr=¢ (2.9)

gilt.

Die Beziehung (2.8) (und damit die Eulersche Zahl e) tritt hiaufig auf bei der Beschrei-
bung von Wachstumsprozessen, bei denen die zeitliche Anderung einer Gréfie (Kapital,
radioaktive Menge,...) zur Zeit ¢ proportional der zur Zeit ¢ vorhandenen Menge ist.
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Als Beispiel betrachten wir die kontinuierliche Verzinsung: Gegeben sei das Kapital
K, das im Zeitraum einer Lange 1 (z.B. 1 Jahr) mit Zinssatz p verzinst werde. Wird
am Ende des Zeitraumes verzinst, so erhdlt man K; = K(1 + p) als neues Kapital.
Wird halbjahrlich mit dem halben Zinssatz verzinst, so erhélt man am Ende des Jah-
res K3 = K(1+4 %) Analog ergibt sich bei Verzinsung nach jedem Zeitraum der Lénge
% mit dem Zinssatz % am Ende des Jahres K, = K(1 + %)” Wird die Verzinsung nun
ykontinuierlich® durchgefithrt, erhélt man am Ende des Zeitraumes der Lange 1 das
Kapital K, = lim,_ K, = KeP.

2.4 Weitere Bemerkungen zu Zahlenfolgen

Der folgende Satz besagt, daBl die Konvergenz komplexer Zahlenfolgen vollstandig auf
die Konvergenz reeller Folgen zuriickgefithrt werden kann.

Satz 2.8 Sei (2,),en eine Folge komplexer Zahlen. Dann gilt:

lim z, = 2y <= lim Rz, = Rzg A lim Iz, = Sz (2.10)
n—00 n—o0 n—00
Der Beweis ist einfach und wird hier nicht angegeben.

Sei nun ein Dezimalbruch = 0.pypaps ... gegeben. Dieser definiert eine relle Zah-
lenfolge (a,),en mit @, = 0.p1ps...p, (n = 1,2,...). Diese ist monoton wachsend
und beschrankt. Der demnach existierende Grenzwert ist gleich z, da |a, — | < 107"
gilt. Ein Dezimalbruch kann also als reelle Zahlenfolge, der zugehorige Zahlenwert als
Grenzwert der Folge aufgefat werden.

Zum Nachweis der Konvergenz einer Zahlenfolge mittels der Definition des Grenz-
wertes muB man diesen Grenzwert kennen (z.B. ,erraten“). Mit Hilfe des folgenden
Satzes kann man die Konvergenz einer Folge beweisen, ohne den Grenzwert explizit zu
kennen.

Satz 2.9 (Cauchysches' Konvergenzkriterium) Sei (a,),cn eine reelle oder kom-
plexe Zahlenfolge. Die Folge (a,),cn ist genau dann konvergent, wenn gill:

Ve >03dN: €N :inym > Ne = |a, —an| <e

Beweis : Hier soll nur eine Richtung des Satzes bewiesen werden: Sei (a,,),en konver-
gent zum Grenzwert a. Dann gilt Ve > 03Nz € NVn > Ne : |a, —a| < £ = Vn,m >
Ne iy — | = [(an — @) — (4 — a)| < |a, — a| + |am —a| < £+ 5 = e. Damit ist die
angegebene Bedingung erfiillt. Die Aussage, daf} die Bedingung des Satzes hinreichend
ist, beinhaltet eine grundlegende Eigenschaft der reellen Zahlen (,,Die Menge der reel-
len Zahlen ist vollstandig®).

O
Als ein Beispiel fiir die Anwendung des Cauchyschen Kriteriums betrachten wir die fol-
gende Behauptung.
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Behauptung 2.1 Die Folge (s,),en mit s, = Zzzl(—l)kq% ist konvergent.

Beweis : Firm =n+k, n,k € N, gilt:

| = 1 1 - (—1)F
Sm. S’TL - n _I_l n _I_ 2 P n —I— k =

1 ( 1 1 )= ( 1 1 ) (Mﬁ — ﬁ) falls k£ ungerade,
n+1 n+2 n4+3 n+4 n-+5 nl? falls £ gerade.

Alle Ausdriicke in den unteren Klammern sind positiv, es ergibt sich also |s,, — s,| <
#. Nach Satz 2.9 ist die Folge (s,),en konvergent.
O

2.5 Grenzwert und Stetigkeit von Funktionen

Ist f eine reelle Funktion einer reellen Verdnderlichen, d.h. ihr Definitionsbereich D
und ithr Wertebereich R sind Teilmengen der reellen Achse, so ist ihr Graph, d.h. die
Menge der Punktepaare (z, f(z)) eine Teilmenge der Ebene R*, und zwar i.a. eine
Kurve in der Ebene. Eine solche Funktion f heifit auf einem Intervall I C D

(monoton) wachsend, falls gilt: z1, 2, € [, 21 < 29 = f(21) < f(22),
(monoton) nichtfallend, falls gilt: z1, 2, € I, 21 < 2y = f(21) < f(22),
(monoton) fallend, falls gilt: z1, 25 € I, 21 < 23 = f(21) > f(22),
(monoton) nichtwachsend, falls gilt: x1, 22 € I, 21 < 22 = f(z1) > f(z2).

Definition 2.6 Die reelle Funktion f : D — R sei bijektiv, y = f(z). Dann gibt es
eine eindeutig bestimmte Funktion g : R — D mit den Figenschaften (f o g)(y) =
y,(go f)(z) ==z (d h. esist x = g(y) gleichbedeutend mit y = f(z)). Diese Funktion
g heifit die Umkehrfunktion von f und wird auch mit =" bezeichnet.

Um die Umkehrfunktion g = f~' zu berechnen, 16st man die Gleichung y = f(z) nach
z auf (z = ¢g(y)) und vertauscht anschlieBend = und y. Der Graph der Umkehrfunktion
/=" ergibt sich durch Spiegelung des Graphen der urspriinglichen Funktion f an der
Geraden y = z (1. Mediane).

Ist die Funktion f auf einem Intervall I C R wachsend (oder fallend), so besitzt die
Einschrinkung f|; eine Umkehrfunktion (f|7)~". Diese ist auf ihrem Definitionsbereich
J(I) ebenfalls wachsend (bzw. fallend).

Definition 2.7 Es set a € R und [ eine reellwertige Funktion, die fir ein 6 > 0 auf
dem Intervall (a —6,a) (bzw. (a,a+0)) definiert ist. Gibt es eine reelle Zahl ¢, so dafl
fiir jede Folge (xp,),eny mit x, € (a — d,a) (bzw. x, € (a,a+6)) und lim,oo v, = a
stets lim, o f(2,) = ¢ gilt, dann sagl man, f habe im Punkte a den linksseitigen (bzw.
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rechtsseitigen) Grenzwert ¢. Man schreibt lim f(z) = ¢ (bzw. lim f(z) =¢). Ist f

r—ya— r—a+

auf (a — 6,a) U (a,a+ §) definiert und gill l_i)m_ f(z) = lim f(z) = ¢, so sagt man, f

r—a+
habe im Punkte a den Grenzwert ¢ und schreibt 11_1}11 flz)=-c.

Die Funktion f hat also im Punkt a einen Grenzwert, wenn sowohl der linksseitige als
auch der rechtsseitige Grenzwert existieren und iibereinstimmen. Aquivalent gilt

lﬂ%f( r)=c <= Ve>030>0: |z —a|<fz#a=|f(z)—c <e¢
Diese Definitionen werden sinngemafl auch fir ¢ = +oo oder ¢ = +oo verwendet,
wobei man im zweiten Fall von uneigentlichen Grenzwerten spricht. Dabei wird fiir a =

+o0o nur der linksseitige Grenzwert und fiir @ = —oo nur der rechtsseitige Grenzwert
betrachtet. Also z.B.:

e lim f(z) = ¢ besagt, daB f(z) fir alle hinreichend grofien = definiert ist und fur

r—r00

jede Folge (z,),en mit limy, o0 2, = oo stets lim, o f(2,) = c gilt.

. 1_1>II1 f(z) = oo besagt, daf f(z) fur alle hinreichend kleinen x definiert ist und

daB gilt:
VC > 0dzg € RVz < 20 f(z) > C

Beispiele fiir Grenzwerte von Funktionen:

1. lim2z =0
z—0
2. hm——+oo lim £ = —o0, lim £ =0
r—04 z—0— 7T =00 T
: 0 fiir z <0 a1
3. Sei f(z) := { | fiir >0 Dann gilt xli};)ﬂ_ f(z) =0, xli}%ﬂ_f(‘r) = 1.
4. Sei f(z) = [z]. Dabei bezeichnet [z] ist die groBte ganze Zahl, die kleiner oder

[z
gleich = ist ([z] heit auch Gaufische Klammerfunktion von z oder entier x). Es
T

gilt hm I( )—k—l,xl_lgl_l_f(;v)zk.

5. Sei f(z) = sin L. In diesem Fall existiert der Grenzwert h%li f(z) nicht. Denn es
r—
gilt z.B. fiir z,, = 5— : f(z,) = 0,aber firz, = = : f(z,)=1(n=1,2,...).

2nm (2n4+1)m

6. Sei f(z) = xsinl, dann gilt linéf(x) =0, denn [z sin 1| < |z| — 0 fiir 2 — 0.
r—

Einige Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen:



2.5. GRENZWERT UND STETIGKEIT VON FUNKTIONEN 35

Satz 2.10 FEs seien [ und g reellwertige Funktionen, a € R und es gelte li_)m flz) =c¢,
lim g(z) = d mit ¢c,d € R. Dann gilt:

r—ra

lim(/(x) £ g(x)) = c £ d.

i (f(2) - 9(z)) = ¢4,
lim = — falls d .
r—ra g(I> d f 7é 0

Hier kann man in der Voraussetzung und der Aussage iberall a durch a+,a—, 00 oder
—oo ersetzen. Die Zahlen ¢ und d missen aber stets endlich sein.

Als Anwendung dieses Satzes betrachten wir die folgenden Beispiele:
1. lim(;v2 4+ 22 + 3) = (lim:v)2 + Q(Iim;v) +3=9+6+3 =18
z—3 r—3 z—3

24 lim 2

. 2 . 2+2 z 1
2. lim 2Z£32 — |im £ — I3 — 2
r—oo 4r2+5 =00 4+I% 4+zll>n;o % 2

3. limxn—_llzlim(x”_l-l—...-l—m-l—l):n

r—1 - r—1

4. lir% % = 1. Um das zu sehen, betrachten wir folgende Skizze (z.B. fiir > 0):
r—

Offensichtlich gilt fiir die Flachen Fi, Fy und F3 der Dreiecke 0C'A, 01B und
des Kreisbogendreiecks 01A: Fy < F5 < F,. Andererseits ist Fy = %SiTIJJCOS T,
F3=7%und F; = %tan x, also gilt

sinzcosz < x < tan x,

oder )
SIN 1
<

cost <

r ~ Ccoszx

Lassen wir in dieser Ungleichung x gegen 0+ streben, so folgt die Behauptung.
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5. lim ©2=1 — (), denn es gilt wegen 4.:
z—=0 T

-
cosr — 1 sin %

) ) ) . rsing
lim ——— = — lim ——= = lim | —sin - — .
r—0 T r—0 5 r—0 2 3

Definition 2.8 Fine in einer Umgebung eines Punktes a € R definierte Funktion f
heifit stetig in a, falls

lim f(z) = f(a)

r—a
gilt, d.h. in a existieren linksseiliger und rechtsseitiger Grenzwert von f, sind einander
gleich und stimmen mit f(a) dberein.

Die Funktion f ist also stetig in a, falls gilt:
Ve>036>0:|z—al <d = |f(z)— fla)| <e. (2.11)

Man definiert auch die linksseitige (bzw. rechisseitige) Stetigkeit von fina € R durch
die Beziehungen

lim f(z) = f(a) (baw. xl_l)lﬁl_ f(z) = f(a)).

r—a—

Ist eine Funktion f in jedem Punkt a eines Intervalls I stetig (I mufl dabei natiirlich
zum Definitionsbereich von f gehoren), so heiit f stetig in I. Dabei hiangt die in der
Beziehung (2.11) auftretende Zahl 6(¢) auch von a € [ ab: § = §(¢,a). Ist § jedoch
unabhingig von a wahlbar (d.h. fiir ein vorgegebenes ¢ > 0 gibt es ein d(¢), so daB
(2.11) fir alle z,a € I gilt), so heiit f gleichmdiflig stetig in I. Man kann zeigen: Jede
in einem abgeschlossenen beschrdnkten Intervall stetige Funktion ist dort gleichmdfig
stelig.

Wir bemerken, daf} die Stetigkeit der Funktion f im Intervall I besagt, daf} sich der
Graph von f|; ,ohne Absetzen® zeichnen 14af}t.
Beispiele:

1. f(z) = [z] ist unstetig in allen Punkten von Z.
2. f(z) = |z| ist iiberall stetig.

sint  firz#£0 . -
3. f(x)—{ 0 fiir 7 = 0 ist unstetig in = 0.

rsint  firz£0 . . .
4. f(z) = { 0 fir o = 0 ist iiberall stetig.
Existieren fiir eine Funktion f der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert im Punk-
te a € R und ist

lim f(x) # lim f(x).

so heilt a eine Sprungstelle vof f. Hat eine auf einem Intervall I definierte Funktion in
I endlich viele Sprungstellen und ist sie aufleralb dieser Sprungstellen stetig, so heifit
sie stiickweise stetig in 1. 7.B. ist die Funktion f(z) = [z], betrachtet auf dem Intervall
I = (—5,5), stiickweise stetig.
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2.6 Polynome

Definition 2.9 Fine Funktion der Form f(z) = f: apz® mit a, € C,k =0,...,n,

k=0
heifit ein Polynom in z. Ist a,, # 0, so heifit n der Grad und a,, der Fithrungskoeffizient
des Polynoms f (n = deg f).

Der Definitionsbereich eines Polynoms ist ganz C. Das Polynom f heiit reell, wenn
seine Koeflizienten aj reell sind und es nur auf R betrachtet wird. Dann sind natiirlich
auch sein Werte reell.

Wir wollen als Beispiele die reellen Polynome vom Grad 1 und 2 diskutieren:

e deg f =1 = f(z) = a1z +ap, a; # 0. Der Graph von f ist eine Gerade, die nicht

parallel zur y-Achse verlauft.

o deg f =2 = f(2) = a2’ + a1z + ag, az # 0. Der Graph von f ist eine Parabel,
die fiir az > 0 nach oben und fiir a; < 0 nach unten offen ist. Ein Polynom zwei-
ten Grades, das in der Physik auftritt, ist das Weg-Zeit-Gesetz der gleichmaBig
beschleunigten Bewegung:

1
s(t)=56t2+vt+so, t>0,

wobei sg die Anfangslage, v die Anfangsgeschwindigkeit und b die (konstante)
Beschleunigung bezeichnen.

Zur Berechnung von Funktionswerten eines Polynoms an gewissen Stellen dient das
sogenannte Horner-Schema:

Satz 2.11 (Horner-Schema) Sei ein Polynom f(x) = f: arz® und o € R gegeben.
k=0

Dann schreibe man das folgende Schema auf.

ap  Ap-1 Up—2 s ay ag
ZTo: bnivo bn—1$0 T bQZUo b1$0
ap = bn bn—l bn—? Tt bl bO

Die Zahl by, erhdill man, indem man die beiden dariber stehenden Zahlen addiert, d.h.
b, = ap + bpy1xo;k=n—1,...,0, und b, gleich a, setzt. Dann ist

f(;v) = (bn;vn_l 4+ b, "+ by + bl)(x — ;co) + by (2.12)

und daher f(x¢) = by. Die Zahlen by, k = 1,...,n, sind also die Koeffizienten jenes
Polynoms, das man bei der Division (mit Rest) von f(x) durch (x — x) erhdll.
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Beweis : Die Berechnung des Funktionswertes f(zq) = by ergibt sich aus der Identitét
fl)=( ((ant 4 apn-1)x + apn_2)x + ... + a1)z + ag

Um die Darstellung (2.12) zu erhalten, betrachtet man die Division mit Rest von f(z)
durch (z — z0).

O
Man berechne zum Beispiel f(3), wobei f(z) = 52® — 2z + 1 ist ?, und entwickle f(z)
nach Potenzen von (z — 3).

5 0 -2 1
3 15 45 129
5 15 43 130 f(z) = (v —3) - (522 + 15z + 43) + 130

3 15 90
5 30 133 J(z)=(z—3)"- (57 +30) + (v — 3) - 133 + 130
3 15
5 45 F(z) =5(z —3)° + 45(x — 3)> + 133(z — 3) + 130

Ist f ein Polynom vom Grad n und gilt f(zo) = 0, d.h. ist 2y eine Nullstelle von f(z),
so laBt sich f nach Satz 2.11 wie folgt darstellen: f(z) = (z — 2¢) - f1(z), wobei fi(z)

ein Polynom vom Grad n — 1 ist. Nun gilt

Satz 2.12 (Hauptsatz der Algebra) Jedes nichtkonstante Polynom hat mindestens
eine Nullstelle in C.

Dieser Satz wird spater (in ,Mathematik 3“) bewiesen. Eine Folgerung des Hauptsatzes
der Algebra ist die Produktdarstellung von Polynomen.

Satz 2.13 Sei f(z) = Xn: anx™ ein Polynom vom Gradn > 1. Dann gilt
k=0

f(2) = an(z —21)(z — 22) -+~ (2 — 25)

wobei die Zahlen x; alle Nullstellen von f(x) sind. Unter den Zahlen x;, 1 =1,2,...,n,
kénnen manche mehrfach vorkommen. Fafit man dementsprechend gleiche Faktoren
zusammen, so erhdll man die Darstellung

flz) =an(z — :cl)ll (- :c,n)lr, (2.13)

wobei die Zahlen xq,...,x, paarweise verschieden sind und l; + ...+ 1, = n gilt.

Beweis : Wir verwenden Induktion nach dem Grad n des Polynoms f:

n:]:f(fl)):(],l,’lj—l—aozal(x_%(ll)

2Achtung: Fehlende Potenzen von z miissen beim Horner-Schema als Nullen dazugeschrieben
werden!
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n — 1 — n: Nach dem Hauptsatz der Algebra hat f(z) eine Nullstelle z,,. Dann 148t
sich f(z) aber als f(z) = (¢ — z,)fi(z) schreiben, wobei deg fi = n — 1 und der
Fithrungskoeffizient von f; gleich a, ist. Auf das Polynom f; ist nun die Induktions-
voraussetzung anzuwenden und man erhilt fi = a,(z — 1) - (2 — 2,_1). Damit gilt

aber f(z) =a,(z —z1) - (z — 2pq)(z — 2,).

O
Die Zahl [; in der Darstellung (2.13) heiBt die Vielfachheit oder Ordnung der Nullstel-
le z; (j = 1,...n). Ist nun f(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, so ist wegen

f(z) = f(z) mit 2y auch Ty eine Nullstelle derselben Vielfachheit. FaBt man jene Fak-
toren die zu xq und Ty gehdéren zusammen, so erhalt man eine Darstellung von f in der
Form

flz) = an(z — :v1)ll (T — ;cs)l“ . (:02 — 2Rz + |21|2)m1 e ($2 — 2Rz + |Zt|2>mt,

wobei die Zahlen z;, 7+ = 1,...,s, alle reellen Nullstellen von f, [; die Vielfachheiten
der Nullstellen z;, und z;, 2+ = 1,...,t, die komplexen Nullstellen von f mit Jz; > 0
und die Zahlen m; deren Vielfachheiten bezeichnen.

Will man die Nullstellen eines Polynoms finden, so kennen wir bis jetzt nur eine
Losungsformel fiir quadratische Polynome. Fiir Polynome dritten und vierten Grades
gibt es ebenfalls Losungsformeln, die aber kompliziert sind und wenig praktische Be-
deutung haben. Im allgemeinen wird man versuchen, Nullstellen oder deren Nédherungs-
werte zu erraten und diese Naherungswerte anschlieBend mit numerischen Verfahren
zu verbessern. Hat man eine Nullstelle x4 eines Polynoms f gefunden, so kann man die
Division f(z): (2 — x¢) = fi(z) ausfithren und bestimmt die weiteren Nullstellen von
f als die Nullstellen des Polynoms f; (von niedrigerem Grade als f).

Wir betrachten folgende Beispiele:

o f(z) = x4+ 22% — 322 — 4z + 4. Man errit f(1) = 0. Mit dem Horner-Schema
berechnet man f(z) = (z — 1)(2® 4 32> — 4). Das Polynom fi(z) = 2° + 32% — 4
hat wieder 1 als Nullstelle. Damit erhalt man f(z) = (2 — 1)2(372 + 4z + 2).
Die nun vorliegende quadratische Gleichung kann man l6sen und erhélt f(z) =
(x — 1)*(x 4+ 2)?, d.h., f(x) hat die jeweils zweifachen Nullstellen 1 und -2.

o f(z) =a*—2a%+22* — 22 + 1. Man sieht, daB auch hier f(1) = 0 ist. Daher gilt
f(z) = (x — 1) fi(x), wobei sich mit dem Horner-Schema fi(z) = 2® —2* + 2 — 1
ergibt. Hier kann man nochmals den Faktor (z — 1) abspalten und erhalt f(z) =
(x = 1)*2*+1) = (z — 1)*(z — j)(z + 7). Also hat [ die doppelte Nullstelle 1

und die jeweils einfachen Nullstelen £7.

Hat ein Polynom f(x) = apa™ + ...+ a1z + ag rationale Koeffizienten, so kann man
seine rationalen Nullstellen leicht bestimmen. Wir kénnen dann namlich voraussetzen,
dafB die Koeffizienten des Polynoms sogar ganze Zahlen sind (Multiplikation mit dem
Hauptnenner): a; € Z fiir i = 0,1,...,n. Dann muB fiir eine rationale Nullstelle z = g
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(gekiirzt) gelten: p ist ein Teiler von ag, ¢ ist ein Teiler von a,,. Das folgt leicht aus der
Beziehung

I

< I3

) = an

EaR S

) ann (O (D) a0 =0,

d.h.
a,p” + an_lp”_lq + ...+ alpq"_1 + apq” = 0.

Die rationalen Nullstellen finden sich also alle unter den Werten 2—9, wobei p Teiler von

ap und ¢ Teiler von a,, ist.
Das Verhalten von Polynomen fiir # — +o00 beschreibt der folgende Satz:

Satz 2.14 st f(z) = i arz® ein reelles Polynom vom Grad n, dann verhilt sich f(z)
k=0
fiir grofle |x| wie a ™. Genauer, es gilt:

lim /() =1

r—too apr”

Beweis : Es gilt f(z) = f: arz® = anz™(1 + a7y 0y
k=0

anxr™ anxr™

2.7 Gebrochen rationale Funktionen

Definition 2.10 Seien p(z) = % arz® und q(z) = i anx”™ reelle Polynome vom Grad
k=0 k=0

m bzw. n. Dann heif§t f(z) = %(% eine (gebrochen) rationale Funktion von z. I'm Fall

m > n heifit f(x) unecht gebrochen rationale Funktion, im Falle m < n echt gebro-

chene rationale Funktion. Der Definitionsbereich einer gebrochen rationalen Funktion

ist die Menge aller reellen Zahlen, fir die das Nennerpolynom g nicht verschwindel.

Dabei kann man voraussetzen, dafl das Zahlerpolynom p und das Nennerpolynom ¢
teilerfremd sind, d.h. keine gemeinsamen Nullstellen haben. Denn ist z.B. z( eine Null-
stelle von p und von ¢ der Ordnung r bzw. s, so kann man 2—9 durch (2 — o)™ kiirzen.
Dabei andern sich die Werte von f fiir © # ¢ nicht. Eine gemeinsame Nullstelle von p

und ¢ heiflt mitunter auch ein Licke von 2—9.

Satz 2.15 Jede unecht gebrochen rationale Funktion f(z) = qi(%)l laf§t sich als Summe
eines Polynoms und einer echl gebrochen rationalen Funktion darstellen: f(x) = g(z)+

%5)1 wobei g(z) ein Polynom vom Grad degp — degq und pi(z) ein Polynom mit
degpy < degq ist.
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Beweis : Dividiert man p(z) durch ¢(z) mit Rest, dann gilt p(z) = g(z)q(z) + pi(z),
also f(z) = % = g(z) + %xf)l, wobei die geforderten Gradbedingungen erfiillt sind,
also %f)l eine echt gebrochen rationale Funktion ist.

O

Fir groBe Werte von |z| verhilt sich die rationale Funktion f(z) wie ihr polynomialer
Anteil g(z) und damit nach Satz 2.14 wie die Potenz a,zd°P=d°61,

Definition 2.11 Sei f(z) = % eine ralionale Funktion, wobei p(x) und q(x) keine
gemeinsamen Nullstellen haben sollen. Ist xo eine Nullstelle der Ordnung k von p(z),
so heifit xo auch Nullstelle der Ordnung k von f(z). Ist g eine Nullstelle der Ordnung
k von q(z), so heifit zy eine Polstelle der Ordnung k von f(z).

Zum Beispiel hat die rationale Funktion f(z) = %%;—_221 die jeweils einfachen Null-
stellen 1 und 2, die einfache Polstelle 0 und die doppelte Polstelle -2. Fiir grofle Werte
von |z| verhilt sich f(z) wie die Potenz z9°€P=4°€2 also wie i
Eine Gerade y = a1z + ag heiit Asymptote der Funktion f(z) fir x — +oo, falls
Tim (/) — a1z — ag) = 0
gilt. Entsprechend definiert man die Asymptote fiir + — —oo. Eine gebrochen ratio-
nale Funktion f(z) = % hat also genau dann eine Asymptote fiir * — £oo, wenn
deg p — deg ¢ < 1 ist. Die Asymptote ist dann gegeben durch (die lineare Funktion
oder Konstante) g(z) in Satz 2.15. SchlieBlich sagt man, die Funktion f(z) habe im
Punkte z¢ eine vertikale Asymptote wenn
Tlgrol_ f(z) = £oo oder ngol_l_ flz) = o0
gilt. Eine gebrochen rationale Funktion hat also in ihren Polstellen vertikale Asympto-
ten.

2.8 Trigonometrische Funktionen und Arkusfunk-
tionen

Unter trigonometrischen Funktionen versteht man die Funktionen

. sin Ccos T
sinz, cosz, tanz = ——, cot z = —
CoS T sin

Die Funktion sinz und cosz sind auf ganz Rstetig und beschrankt, wéhrend tan z
und cot z nur in R \{@U{ € Z} bzw. R \ {kr|k € Z} definiert und stetig sind.
Die Graphen der trigonometrischen Funktionen, ihre Nullstellen, Periodizitdten und
Additionstheoreme werden als bekannt vorausgesetzt. Wir stellen einige wichtige Fi-
genschaften und Beziehungen zusammen:
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Satz 2.16 Fs gilt:

(Qk + I)Tr

sine =0 < z=kn,k€Z, coset =0 < == 9 kEZ, (2.14)
2k + 1
taanO<:>x=k7r,k€Z,cot:r:=0@xZ%,kEZ, (2.15)
sin(z + 27) = sinz, cos(z 4 27) = cos z, (2.16)
sin(z + 7) = —sinz, cos(z +m) = —cos z, (2.17)
tan(z + ) = tanz, cot(z + m) = cot z, (2.18)
cos’x +sin*z =1, (2.19)
cos(r £y) = coszcosyFsinzsiny, (2.20)
sin(zx £y) = sinzcosy =+ coszsiny, (2.21)
t t
tan(z £ y) = anz £ tan y , (2.22)
1 Ftanxztany

sinz + siny = 2sin Jv+ycos i —y) sinz — siny = 2 cos x+ysinx _y, (2.23)

2 2 2 2
cosx—l—cosy:?cosx-l_ycosx_y, COST — COSY = QSinx-l_ysinx_y, (2.24)

2 2 2 2
sin(—z) = —sinz, cos(—z) = cosz, (2.25)

2 .9 . . 2tan x

cos2x = cos“x — sin“x, sin2x = 2sinx cosz, tan2r = ———, (2.26)

1 —tan?z

L1 o, 1

cos“ T = 5(1 + cos2z), sin“x = 5(1 — cos 2z). (2.27)

Eine wichtige Anwendung der trigonometrischen Funktionen ist die Darstellung von
harmonischen Schwingungen: s(t) = Acos(wt+«). Dann heiflen A die Amplitude, w die
Kreisfrequenz , o die Nullphase oder Phasenverschiebung, 2= die Frequenz und T = 2%
die Schwingungsdauer. Superposition zweier harmonischer Schwingungen mit gleicher
Kreisfrequenz w ergibt eine harmonische Schwingung mit derselbe Kreisfrequenz w:

Aj cos(wt + ay) + Az cos(wl + ag) = %(Alej(m"'al + AgedWitte2) —

= §R(6M(Aleja1 + Ageja2)) = Acos(wt + a)
:Aeja

Dabei ist A = |41/ + Ayei®?| die neue Amplitude und o = arg( A6/ + Ayei®2) die

neue Phasenverschiebung
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Abbildung 2.1: Trigonometrische Funktionen

Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen sind die sogenannten Arkus-
funktionen: Die Funktionen sin x und cos x sind auf ganz Rnicht injektiv, kénnen also
keine iiberall existierenden (eindeutigen) Umkehrfunktion haben. Man schrankt sie des-
halb auf solche Intervalle ein, auf denen sie monoton (wachsend oder fallend) sind und
betrachtet die Umkehrfunktionen dieser Einschrankungen, z.B.:

Definition 2.12 Die Umkehrfunktion der Funktion Sinx|[_§7g] heifst der Arkussinus,
die Umkehrfunktion von cos x|j ) der Arkuscosinus, die Umkehrfunktion von tan J,‘|(_§’§)
der Arkustangens und die Umkehrfunktion von cot x| x) der Arkuscotangens.

Diese Funktionen werden wie folgl bezeichnel und haben die angegebenen Definitions

und Wertebereiche:

Arcsinz
Arccos z
Arctan z
Arccot z
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Die Gestalt der Graphen und die elementaren Eigenschaften von Arkusfunktionen wer-
den als bekannt vorausgesetzt.

Unter y = arcsinz versteht man die Gesamtheit aller Losungen der Gleichung
x =siny. Ist yo = Arcsinz, so ergeben sich alle Werte von arcsin z als

Yk = Yo+ 2km und y; = (21 4+ )m — yo, k,l € Z.

Bei Berechnungen mufl der zu benutzende Wert von £ bzw. [ dann aus dem Zusammen-
hang ermittelt werden. Fiir arccos = etc. gelten analoge Beziehungen. Die in Definition
2.12 auftretenden Funktionen Arcsinx etc. nennt man auch die Hauptwerte von arcsin
etc.

2.9 Exponentialfunktionen, Hyperbelfunktionen
und Logarithmus

Die Frxponentialfunktion €” ist definiert durch die Beziehung (vgl. (2.8))

e’ = nli}r&(l—l— =3 ',£E€R.

n k=0 n!
Einige Eigenschaften der Exponentialfunktion:

Satz 2.17 Die Fxponentialfunktion f(x) = €” ist auf ganz R stelig und monoton wach-
send und es gilt:
e = "t (2.28)

Die Exponentialfunktion findet haufig Anwendung, z.B. bei kontinuierlichen Wachs-
tumsprozessen oder Zerfallsprozessen. In solchen Beispielen gilt oft ein Gesetz der Form
N(t) = Noe™, wobei fiir a < 0 ein Zerfallsprozef und fiir @ > 0 ein Wachstumsprozef
beschrieben wird.

Da ¢” monoton wachsend ist, ist €” injektiv, also existiert eine Umkehrfunktion, der
natirliche Logarithmus . Er ist definiert fir alle © > 0 durch die Beziehung

y=Inzr < €' =nux.

Ist @ > 0 gegeben, so kann man die allgemeine Frponentialfunktion oder die Frponen-
tialfunktion zur Basis a definieren: Man setze a” = ¢”™?. Die Umkehrfunktion dieser
Funktion heiit der Logarithmus zur Basis a:

y=log,z <= a¥=uz.

nr

.. 1
Dabei gilt log, » = &

Als néchstes wollen wir die sogenannten Hyperbelfunktionen definieren.
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Abbildung 2.2: Exponential- und Logarithmusfunktionen

Definition 2.13 Die Funktionen sinh x = %,coshx = #,tanhx = i222§7

cothz = % heiffen der sinus hyperbolicus (Hyperbelsinus), cosinus hyperbolicus

(Hyperbeléosinus) , tangens hyperbolicus (Hyperbeltangens) und cotangens hyperbo-

licus (Hyperbelcotangens ).

Wir stellen einige Eigenschaften und Beziehungen von Hyperbelfunktionen zusammen:

Satz 2.18 Fs gilt:
sinhz =0 < =0, Ve € R : coshz # 0,

tanhz =0 < 2 =0, Ve € R : cothz # 0,
sinh(—z) = —sinh z, cosh(—z) = cosh z,

cosh? z — sinh*z =1,

cosh(z +y) = coshzcoshy £ sinhzsinhy,
sinh(z £ y) = sinhzcoshy+ cosh zsinhy,

cosh 22 = cosh? 2 4 sinh? z, sinh 22 = 2sinh z cosh x,

1 1
cosh?z = ~(cosh 2z + 1 , sinh?z = —(cosh 2z — 1).
2 2

Durch Erweiterung der Beziehung (2.28) fiir komplexe Werte des Argumentes z = z+jy
definiert man die komplexe Fxponentialfunktion. Ist z = x 4+ jy eine komplexe Zahl,
so kann man e durch e = e"¥ := ¢%e/¥ = ¢”(cosy + jsiny) definieren. Dann gilt
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Abbildung 2.3: Hyperbelfunktionen

auch weiterhin die Beziehung (2.28). Auch gilt fir komplexes z die Reihendarstellung
e = io: Zn—? Aus der Gleichung e/¢ = cos ¢ + j sin ¢ folgt
k=0

singp = —————

cos ¢ = 5 , 5

Man definiert komplexe trigonometrische und komplexe Hyperbelfunktionen z.B. durch
die Beziehungen

iz —jz jz =)z
cosz = % , sinz = % (2.37)
cosh z = & +2€ , sinhz = &= ¢ 2.38)
(2.39)

Es gilt also

cos z = cosh(jz) und sinz = —jsinh(jz).



Kapitel 3

Unendliche Reihen

3.1 Grundbegriffe

Definition 3.1 Sei (ay),en, eine (zundchst reelle) Zahlenfolge. Wir bilden die neue
Folge (sn)neNg -

Sp = y.ap=a+a1+...4+a, , n=0,1,...

k=0

Die Folge (s,),em, heift unendliche Reihe (oder kurz Reihe) und wird (ebenso wie

ihr eventuell existierender Grenzwert) mit Y. ay bezeichnet. Die Zahlen ay heiffen die

Glieder der Reihe und das Folgenglied s, = i ay heifit die n-te Partialsumme der
k=0

Reihe %O: ay. Fine Reihe heifit konvergent (divergent, bestimmt divergent), falls die
k=0

Folge der Partialsummen (8n)nem, diese Figenschaft hat. Im Fall der Konvergenz heifit
s = limy,_y00 8 auch die Summe der Reihe, und man schreibl

n o0
s=lim s, = lim Y a; = Y ag.

Ist die Folge (sy),en, bestimmt divergent gegen foo, so schreibl man entsprechend

> ap = £oo.

k=0

Beispiel 3.1:
1. Siehe Beispiel 1, 5.29. Sei ¢ € R. Dann gilt fiir die Reihe § q*:
k=0

S ¢F = 1]Tq fiir [q] < 1; 3 ¢~ ist divergent fiir |g| > 1 und bestimmt divergent
k=0 k=0
fiir ¢ > 1.

47
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2. Sei by € {0,1,2,...,9} fiir £ € Ny. Dann ist die Reihe

x b
Z —k == bo.bleb'g, “e

k=0 10*
konvergent. Die Folge ihrer Partialsummen s, = Y % ist namlich monoton
k=0
nichtfallend und auf Grund der Abschatzung s, = ; % < 913;0 # = 91]_i?;i:1 =

10 — -1 < 10 auch beschriinkt, also gemiB Satz 2.5 auch konvergent. Man kann

10"
einen Dezimalbruch also als konvergente unendliche Reihe auffassen.

Aus den Rechenregeln 2.3 fiir Folgen erhdlt man unmittelbar entsprechende Rechenre-

geln fiir Reihen:

Satz 3.1 Sind § ay und § bi konvergente Rethen und ist ¢ € R, so sind auch die
Reihen io: (ax £ by) und ioj ¢ - ay konvergent und es gill
k=0 k=0
Z (ak +bk) = Z ag + Z bk, (31)
Y (c-ap) = ¢ Y ag. (3.2)
k=0 k=0

3.2 Konvergenzkriterien fiir Reihen

o0

Satz 3.2 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen) Die Reihe Y a; ist genau dann kon-
k=0
vergent, wenn gilt:

Ve > 03dng(e) : n > m > no(e) = | fj ag| < e
k=m+1

Beweis : Die Konvergenz der Reihe %O: ay bedeutet, daB die Folge (s,) der Partial-

k=0

summen s, = ». a; konvergiert. Nach dem Cauchy-Kriterium 2.9 fiir Folgen ist dies
k=0
genau dann der Fall, wenn gilt: Ve > 03ng(¢) : n > m > ng(e) = |s, — sm| < €. Das

ist aber auf Grund der Beziehung s, — s, = 3. a; gerade die oben angegebene
k:m-l—]
Bedingung.
O

o0

Satz 3.3 (Notwendige Konvergenzbedingung fiir Reihen) /st die Reihe 3 ay
k=0
konvergent, so gill lim,_y., a, = 0.
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Beweis : Nach Satz 3.2 gibt es zu jedem ¢ > 0 ein ng(¢), so daB fiir n > m > ny(e)
stets [s,—sm| < € ausféllt. Insbesondere gilt also |a,| = [s,—$n—1| < € fiir n > ng(e)+1,
und das besagt lim,,_,., a, = 0.

O
Daf} diese Bedingung nur notwendig und nicht hinreichend ist, erkennt man am Bei-

spiel der harmonischen Reihe Y %: Fir sie gilt lim,, ., a, = 0, sie ist jedoch nicht
k=0

konvergent (siehe Beispiel 6 aus Abschnitt 2.1).

Satz 3.4 (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen) Sei (ay)ep, eine Folge
reeller Zahlen mit den folgenden Figenschaften: (ag)pen, ist monoton nichtwachsend
und limy, o an, = 0 (daraus folgt ay > 0 fir k € N ). Dann ist die alternierende Reihe'

> (—1)*ay konvergent.
k=0

Beweis : Betrachte die beiden Folgen (s25)n>0 und (s2,41)n>0. Die erste ist monoton
nichtwachsend, denn s9,, 19— 89, = a2pr2—a2,41 < 0, die zweite Folge ist monoton nicht-
fallend, denn sg,15—Son41 = —a2n43+asny2 > 0. Weiters gilt sy, = (ag—ay)+(az—as)+
oot (agp—1—az,) > 0und syqq = ag— (a1 —ag) —. .. — (@2, — a941) < ag. Daher ist die
erste Folge nach unten, die zweite nach oben beschrankt. Folglich existieren die Grenz-
werte limy,—, o S2, = @ und lim,,—, o S2,41 = B. Nun gilt s3,,41 = S2,, —a2,+1 also nach den
Rechenregeln fiir Grenzwerte auch § = lim, 00 S2nt1 = 1Moo S2n — liMyoo @241 =
a + 0 = a. Die Folge (s,) konvergiert daher ebenfalls gegen o = .

|
Ein Beispiel fiir die Anwendung dieses Satzes ist die alternierende harmonische Reihe

> (=1)* 'L, Sie ist nach dem Leibniz-Kriterium konvergent. Man kann zeigen, daf8
k=1
thre Summe gleich In 2 ist. Die Reihe konvergiert jedoch sehr ,langsam®.

Zwei weitere Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen werden in den folgenden Sétzen
ohne Beweis formuliert.

Satz 3.5 (Kriterium von Abel) Fs seien (ar)pen, und (by)rem, 2wei reelle Zahlen-

folgen. Ist die Reihe io: ay, konvergent und die Folge (by)yen, monoton und beschrinkt,
k=0

so ist auch die Reihe Y apbyp konvergent.
k=0

Satz 3.6 (Kriterium von Dirichlet) Fs seien (ax)ren, und (by)ren, reelle Zahlen-
folgen. Ist die Folge der Partialsummen s, = i ay der Rethe io: ay beschrinkt und ist
k=0 k=0

(br)rery, eine monotone Nullfolge, so ist die Reihe Y apby konvergent.
k=0

'Eine Reihe heifit alternierende Reihe, wenn ihre Reihenglieder abwechselnd positiv und negativ
sind.
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Das geeignete Hilfsmittel fiir den Beweis dieser beiden Sétze ist die sogenannte Abelsche
partielle Summation:

Behauptung 3.1 (Abelsche partielle Summation) Seien (ai)iery, und (bi)gen,
reelle Zahlenfolgen und A, = Zn: ay die n-te Partialsumme der Rethe %0: ay. Dann gilt

k=0 k=0
firl e N:
n41 n41
>ooapbe = Y Ap(br — brgr) — Anbpgr + Angibagia. (3.3)
k=n+1 k=n+1

Die Richtigkeit der Formel (3.3) 1afit sich unmittelbar nachrechnen.

Die Addition zweier konvergenter unendlicher Reihen und die Multiplikation einer
unendlichen Reihe mit einer Zahl lassen sich in natiirlicher Weise gliedweise ausfithren.
Die Multiplikation zweier Reithen ist komplizierter, da die Reihenfolge der Produkte
der einzelnen Summanden zunéchst nicht festliegt, und das Umordnen von Gliedern
einer Reihe (ebenso wie das Zusammenfassen von Gliedern) i.a. die Summe der Reihe
oder auch ihr Konvergenzverhalten verdndert (dazu siehe Satz 3.12).

Dazu sollen zwei Beispiele angegeben werden:

1. Die Reihe io: (—l)k =1—-1+1-1%...ist divergent, da ihre Partialsummen
k=0
abwechselnd den Wert 1 und 0 annehmen. Die folgenden, durch Zusammenfassung

je zweier Glieder entstehenden Reihen sind aber konvergent:

1-1)+(1-1)4...=040+...=0
l1-1-1)-1-1)—...=1-0—-0—...=1

2. Fiir die alternierende harmonische Reihe gilt i g_—lkku = In 2, wogegen die durch
Umordnung entstehende Reihe =
R G R

3 2 5 7

als Grenzwert %ln 2 besitzt.

Lo Ly Loy
479711 6

3.3 Absolute Konvergenz

Definition 3.2 Die unendliche Reihe % ay heifit absolut konvergent, falls die Reihe
k=0

> |ax| konvergiert. Konvergente aber nicht absolut konvergente Reihen heiffen bedingt

k:)nvergent :

Bemerkung 3.1 Die Folge der Zahlen 3, = i |ax| ist monoton nichtfallend. Eine

Reihe Y ayj ist also genau dann absolut konvergent, wenn die Folge s, beschrankt ist.
k=0
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Satz 3.7 Jede absolut konvergente Reihe ioj ay, ist auch konvergent.
k=0
Beweis : Sei ¢ > 0 gegeben. Nach dem Cauchy-Kriterium 3.2 gibt es ein ng(¢), so

daB fiir n > m > ng(e) stets > |ax| < e ausfillt. Dann gilt aber auch: n > m >
k:m-l—]

no(e) = | Z ak| < Z lax| < e. Daher ist (wieder nach 3.2) die Reihe ioj ay, kon-
k=m+1 k=0
vergent.

O

Ein Beispiel fiir eine bedingt konvergente Reihe ist die alternierende harmonische Rei-
he.
Wichtige Konvergenzkriterien fiir Reihen sind die folgenden:

Satz 3.8 (Majorantenkriterium) Fs seien %O: ay und %O: by unendliche Reithen mit
k=0 k=0
der Figenschaft, daf$ fiir ein kg € N gilt:

|ak| g bk fﬁ?” k Z k‘o.
Dann gelten die folgenden Implikationen:

1. 3" by ist konvergent = > ay ist absolul konvergent

o0 o0
2.Z|ak|=OO:>Zbk=
k=0 k=0

n ko—1
Beweis : 1. Es gilt firn > ko : §, = 3 |ax| = Z |ak|+ Z by < A+ Z b <
k:O k= k‘o
=A<
A+ Y by < oo. Daher ist (s,) eine monoton nichtfallende, beschriankte Folge und
k=0
somit konvergent. Die Reihe % ay, ist also absolut konvergent.
k=0
TL() C
2. Sei C' > 0 gegeben. Dann gibt es ein no(C'), so daBl gilt: |ak| >C= Y by >
ko E=ko
’)’Lo(o
> |ax| > C. Daher ist lim, Z br = oo und somit auch Z b, =
k=ko k=kqo k=0

Satz 3.9 (Quotientenkriterium) Sei (ax)em, eine Zahlenfolge mit der Figenschafl,
daf fiir alle hinreichend groflen Werte von k (k > ko) stets ax # 0 ist. Gibl es eine
Zahl o € (0,1), so daf

|‘“““|<a fiir k> ko
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O
gilt, dann ist die Reithe Y aj absolut konvergent. Gilt hingegen
k=0

ay
S 2 firk 2k
G
so ist die Rethe Y ay divergent. Existiert insbesondere der Grenzwert 3 = limy_o |a’;:1 |,
k=0
so gilt
1. Ist B < 1, so ist > ap konvergent.
k=0
. ) .
2. Ist 3> 1, so ist Y. ap, divergent.
k=0
Beweis : Fiir k > ko gilt | 24| < o = | 2] = |22 || 2=t 2ot | < oF=ko = |g,] <
ag Ak Ag—1 ' A2 ag
lag, |a"=% . Daher ist 3 ay,a*~* eine konvergente Majorante fiir 3 ay.
k=kq k=kq

Gilt fiir £ > ko hingegen |%| > 1, s0 ist |ags1| > |ak| und die Folge (ax) damit keine
Nullfolge. Die Reihe ioj aj kann also nach Satz 3.3 nicht konvergieren. Der Rest der

k=0
Behauptung folgt nun leicht.

O

Wir bemerken, dafl im Falle 3 = 1 die Reihe io: ay konvergent oder divergent sein kann.
k=0

Satz 3.10 (Wurzelkriterium) Sei (ay),en, eine Zahlenfolge. Gibt es ein a € (0,1)

und eine Zahl ko € N, so daf /|ax| < a fir alle k > ko gilt, dann konvergiert die
o0 [e.°]

Reihe Y ay, absolut. Ist hingegen /|ar| > 1 fir alle k > ko, so ist die Reihe Y. ay
k=0 k=0

divergent. Fuzistiert insbesondere der Grenzwert 3 = limy_, o /|ax|, so ist die Reihe

ay konvergent fiir B <1 und divergent fir 3 > 1.
k=0

Der Beweis des Wurzelkriteriums verlauft analog dem des Quotientenkriteriums.

Bemerkung 3.2 Im Quotientenkriterium kann die Voraussetzung |%’—1| < a <1 fiir

k > ko nicht durch die Voraussetzung |a—‘*’;k’—1| < 1 fir k > kg ersetzt werden. Als Beispiel

betrachte man die harmonische Reihe, bei der zwar |a—'”;k'—1| = 2 <1 gilt, die aber

. . k+1
divergiert.
Eine entsprechende Bemerkung gilt auch fiir das Wurzelkriterium.

Die Konvergenz einer unendlichen Reihe mit komplexen Gliedern aj erkléart man ana-

log als die Konvergenz der Folge der Partialsummen s, = 3. ax. Absolute Konvergenz
k=0
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bedeutet auch in diesem Fall die Konvergenz der Reihe Z |ak|, deren Glieder offen-

sichtlich samtlich reell und nichtnegativ sind. Sowohl das Cduchy Kriterium (Satz 3.2)
als auch das Quotienten- und Wurzelkriterium (Satz 3.9 und Satz 3.10) bleiben in der
angegebenen Formulierung giiltig. Beim Majorantenkriterium (Satz 3.8) folgt aus der

Voraussetzung, dafl ioj br eine Reihe mit nichtnegativen Gliedern ist; damit gilt auch
k=0
dieses Kriterium fiir eine Reihe Y~ ap mit komplexen Gliedern.
k=0
Beispiel 3.2: Wir betrachten die Reihe ioj 'Z—IT fir komplexe Werte von z. Es gilt
k=0

|| = % — 0 fiir & — oo und beliebiges (aber festes) z € C. Daher ist die
angegebene Reihe fiir jeden Wert von z konvergent.

Wir haben gesehen, dafl bei unendlichen Reihen die Anordnung der Glieder eine Rolle
spielt. Es gilt jedoch der

Satz 3.11 (Umordnungssatz) Ist die Reihe Z ay absolut konvergent, so gilt fiir
jede Folge (bk)kENO, die durch Umordnung aus der Folge (ap)rem, entsteht, daf auch

o0
die Reihe Z by absolut konvergiert und denselben Grenzwert hat wie die Reihe Y ay.
k=0 k=0

Gegeben seien zwei Reihen § arund Z b;. Bei der Bildung des Produktes ( Z k)( § br)
k=0 k=0 =0
besteht beim Ausmultiplizieren der Klammern eine gewisse Willkiir in der Reihenfol-

ge der auftretenden Produkte apb;. Deshalb legt man die ,Reihenfolge der einzelnen
Summanden® oft in folgender Weise fest:

Satz 3.12 (Cauchy-Multiplikation) Die beiden Reihen ioj ar und io: by seien abso-
k=0 =0

lut konvergent. Dann ist das Cauchy-Produkt Y (Y anb,_n) ebenfalls eine absolut
n=0 m=0

konvergente Reihe, und es gill

n

(2 a)(5h) = 5 (3 mbam)

k=0 =0 n=0 m=0

Man sieht leicht, daBl bei dieser Produktbildung Z ay und Z by vertauscht werden

=0
diirfen. In diesem Satz geniigt es, die absolute Konvergenz nur einer der beiden Reihen

vorauszusetzen, wihrend die andere nur konvergent sein mufl. Das folgende Beispiel
zeigt jedoch, daB das Cauchy-Produkt zweier konvergenter aber nicht absolut konver-
genter Reihen nicht konvergent zu sein braucht.

Beispiel 3.3: Sei a;, = b, = ﬁ—\/ﬁ Dann sind die beiden Reihen Z ap und Z by,

n
nach dem Leibnizschen Kriterium konvergent. Andererseits gilt ¢, = > apb,—r =
k=0



54 KAPITEL 3. UNENDLICHE REIHEN

n

1)y, —1— . Also ist auf Grund der Beziechung 4(vk + Iv/n —k+1)? = (n+
(—1) kZ=:0 T Also ist auf Grund der Beziehung (v Vn ) (n
2)2 — (n —2k)* < (n+2)?* sogar |¢,| > kgo % = 2% > 1 fiir jedes n, und deshalb ist

die Reihe %O: ¢, divergent.

k=0

3.4 Folgen und Reihen von Funktionen

Im folgenden sei stets (f,),en, eine Folge reell- oder komplexwertiger Funktionen mit
gemeinsamem Definitionsbereich D.

Definition 3.3 Die Funktionenfolge (f,),en, heifit punktweise konvergent gegen die
Funktion [ auf D, falls gilt:

lim f,(z) = f(z) fir jedes v € D

n—00

Anders formuliert lautel diese Bedingung:
Ve > 0,2 € DIng(z,¢) 1 n > no(z,e) = |fo(z) — f(2)] < e.

Die Funktionenfolge (fn),en, heifit gleichmaBig konvergent gegen die Funktion f auf
D, wenn gilt

Ve > 03dng(e) : n>nele),z € D = |fu(z) — f(z)] <e.

Vergleicht man die Definition der punktweisen Konvergenz mit der der gleichmafBigen
Konvergenz, so sieht man, daf§ bei punktweiser Konvergenz die ,Konvergenzgeschwin-
digkeit® vom Punkt z abhdngen kann, was bei gleichméaBiger Konvergenz nicht der Fall
ist.

Einige Beispiele fiir Funktionenfolgen:

1. Die Folge f.(x) = 2™, betrachtet auf dem Intervall D = [0,¢] mit 0 < ¢ < 1, ist
gleichmafig konvergent auf D gegen die Funktion f(z) = 0.

ne 0<z< %
2. Die Folge fu(z) = ¢ 2—nz X<z <2 ist auf D = [0,1] punktweise aber
0 2 <<

nicht gleichméaBig konvergent geger_l die Funktion f(z)=0.

3. Wahlt man beim ersten Beispiel D = [0,1), so ist die Folge f,(z) = 2" auf D
nur punktweise gegen die Funktion f(z) = 0 konvergent. Wahlt man D = [0, 1],
so ist die Folge f,(z) = 2™ punktweise aber nicht gleichmaBig konvergent gegen
die (unstetige) Funktion

() = 0fir0<z<l1
A 1fir z=1
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Entsprechend werden punktweise und gleichméfige Konvergenz von Funktionenreihen
erklart:
Definition 3.4 Sei (fi)ien, eine Folge von Funktionen mit gemeinsamem Definiti-

onsbereich D. Dann heifit die Funktionenreihe ioj fr punktweise bzw. gleichméfig kon-
k=0

vergent gegen die Funktion f, wenn die Folge der Partialsummen Y fi punktweise bzw.
k=0
gleichmdfiig gegen die Funktion [ konvergiert.

Im folgenden sei D stets ein Intervall der reellen Achse.

Satz 3.13 FEs sei (fi)ren, eine Folge von auf D stetigen Funktionen. Konvergiert die

Folge (fi)rer, (bzw. die Reihe § fr) auf D gleichmdfig gegen die Funktion f, so ist
k=0

f stetig auf D.

DaBl man in diesem Satz die Voraussetzung ,gleichmafBig “

ersetzen kann, zeigt obiges Beispiel 3.

nicht durch ,,punktweise “

Satz 3.14 Fs sci (fn)uen, eine Funktionenfolge auf D. Gill

|fo(2)] < M, fiir alle z € D

mit gewissen Zahlen M, (die von x unabhdngig sind) und konvergiert die Reihe 3 M,
k=0

o0
dann konvergiert die Funktionenreihe Y. f,(z) absolut und gleichmafSig auf D.
k=0

o0
Spezielle Funktionenreihen sind Reihen der Gestalt 3" apz®, sog. Potenzreihen, oder
k=0

Reihen der Gestalt § (ay, cos kx + by, sin kx), io: cxe’* | sog. reelle oder komplexe Fou-
k=0 k=0
rierreithen.

Bemerkung 3.3 Die Definitionen und Sétze dieses Abschnitts iibertragen sich auf
Reihen von komplexen Funktionen. Anstelle des Intervalls D der reellen Achse tritt
dann ein Gebiet (z.B. eine Kreisscheibe) in der komplexen Ebene.

3.5 Potenzreihen

Definition 3.5 Fine Funktionenreihe ioj fr der Form
k=0

%(J,kmk, r€R,ar €R firk=0,1,2,...

k=0
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bzw. -
Sapz®, 2€C,a, €C firk=0,1,2,...
k=0

d.h., es ist fr(z) = apa® baw. fr(z) = arz® fir k = 1,2,..., heifit eine relle bzw.

komplexe Potenzreihe.

Satz 3.15 (Konvergenzverhalten von Potenzreihen) Fs sei io: ayz® eine Potenz-
k=0
rethe. Dann gilt

1. Die Reihe konvergiert fiir z = 0.

2. Konvergiert die Rethe fir eine Zahl 0 # zo € C, so ist sie absolul konvergent
fiir jedes z € C mit |z| < |z| und in jedem Kreis K, = {z € C||z| < p} mil
0 < p < |20| sogar absolut und gleichmdfig konvergent.

Beweis : Die erste Aussage ist trivial. Sei also Y azzk konvergent. Dann gilt azzf — 0,
k=0
also existiert ein M € R, so daB fiir alle k > 0 gilt: |arzs| < M. Fiir 2| < |zo| ergibt

sich damit |ag2¥| < |akz§||j—};| < M|z—i|, also ist § M|j—:| wegen |j—:| < 1 eine kon-
0 0 =0 0 0

vergente Majorante fiir 3 az*. Daher konvergiert fiir |z| < |2y| diese Reihe absolut.
k=0
Liegt nun z in einem Kreis K,, dann ergibt sich genauso, daf§ die Reihe 37 M% eine
k=0

konvergente Majorante fiir 3 azz* ist, die nicht von z abhingt. Die Behauptung folgt
k=0

damit aus Satz 3.14.
O

Satz 3.16 Zu jeder Potenzreihe § apz® gibt es genau ein R mit 0 < R < oo, so daf
k=0
qgilt:

1. § agz® ist absolut konvergent fiir jedes = € C mit |z| < R und, falls B > 0
k=0

ist, absolut und gleichmdfig konvergent in jedem Kreis K, = {z||z| < p} mit

0<p<R.
2. S apz® ist divergent fiir jedes z € C mit |z| > R.
k=0
Beweis : Wir betrachten die Menge A := {|z|| 3 az2" ist konvergent} und setzen
k=0

R := sup A. Dann hat R alle gewiinschten Eigenscﬂaf’cen.
O

Im Fall R = oo konvergiert die gegebene Potenzreihe also fiir jedes z € C.
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Definition 3.6 Die Zahl R mit den Figenschaften von Satz 3.16 heifit der Konver-

(o]
genzradius der Polenzreihe S apz*.

k=0

Die komplexe Potenzreihe Y. apz* mit dem Konvergenzradius R ist also konvergent

k=0
fiir alle z mit |z] < R. Im Falle R < oo ist sie divergent fiir alle z mit |z| > R; fiir
Punkte z mit |z] = R kann sowohl Divergenz als auch Konvergenz vorliegen.

Fiir reelle Potenzreihen Z arz® gilt entsprechend: Fiir * € (—R, R) ist die Reihe

konvergent, fir € [—R, R] ist die Reihe divergent, und falls R < oo ist, so kann fiir
die Punkte —R und R Konvergenz oder Divergenz vorliegen.

Satz 3.17 FEs sei Y. apz* eine Polenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann ist die

Summe f(z) = Y arz® eine im Inneren des Konvergenzkreises {z||z| < R} (bzw. bei
k=0
einer reellen Potenzreihe im Intervall (— R, R)) stetige Funktion.

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folgerung aus den Sétzen 3.15 und 3.13.
Der Konvergenzradius einer Potenzreihe a8t sich folgendermafien berechnen.

Satz 3.18 Glegeben sei eine komplexze Potenzreihe Y. apz® mit Konvergenzradius R.
k=0
Dann gilt:
1. Sind die Zahlen ay, # 0 fiir k > ko und existiert der Grenzwert limy_ [ =%

als uneigentlicher Grenzwert), so gill

2. Liegen in der Potenzreihe ,regelmifige Liicken® vor, d.h. ist gill 3 ayz* =
k=0

2" apyn2® mitr € Ng,l €N | so gill
k=0

R = lim ) _Grlk ,
k=00 \I| Gy g (kg1)1
falls dieser Grenzwert existiert (< oo ).
3. Es qilt
1
R= ——— (Formel von Hadamard),

limg o0 {7/ | @

wobei L = 0o und L =0 geselzt wird.
0 00 -
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4. Sei B := {r > 0| (|anr”|),en, tst eine beschrinkte Folge}. Dann ist R = sup B.

(o]
Beweis : Wir beweisen nur die erste Aussage. Die Reihe 3 az* ist nach dem Quo-
k=0

tientenkriterium konvergent bzw. divergent, falls limg_, |%| < 1 bzw. > 1 ist.
Sie ist also konvergent fiir |z|limg_q |a—‘”{jk'—1| < 1, divergent fiir > 1, also konvergent fiir
|2| < limg_seo |a2i1| und divergent fiir |z| > limg_eo |ﬁ| Falls limy_, o, |ﬁ| = oo ist,
so kann man das Quotientenkriterium fir jedes z anwenden, falls limyg_, |a:i1 | = 0 ist,
fir kein z. Damit folgt in jedem Fall R = limy_,., |a2i1 |.
O
Einige Beispiele fir das Konvergenzverhalten von Potenzreihen:
Beispiel 3.4:
1. > %: Diese Potenzreihe ist fir jedes z konvergent, denn es gilt
k=0 "
| | = —r OQ.
Ak4+1 k'
DY xk—k: |ﬁ| = kki — 1= R = 1. Am Rand gilt: Konvergenz fiir x = —1,
k=0
Divergenz fiir x = 1 (siehe Abschnitt 3.2, Satz 3.4 bzw. Beispiel 6 aus Abschnitt
2.1).

3. § o | 2| = %ﬁ — 1= R =1. Am Rand gilt: Konvergenz bei z = 1 und

Q41

4. ioj 27k 2k R = limj_ye V2 = :

k=0

Satz 3.19 Die Potenzreihe io: apz® habe den Konvergenzradius R. Dann haben auch
k=0

o0 (o]
die Potenzreihen S kapz® und 3 %zkH den Konvergenzradius R.
k=0 k=0

o0 o0
Beweis : Wir beweisen den Satz fiir die Reihe Y kaiz*; fiir die Reihe Y k“_fl 2k

verlauft der Beweis analog. Ist fiir ein z € C die Reihe Y apz* konvergent und
k=0
|z0| < |2, so ist die Reihe 37 ME|%| nach dem Quotientenkriterium konvergent, und
k=0

mit derselben Argumentation wie bei Satz 3.15 eine Majorante fiir die Reihe 3 kayzg.
k=0

(o]
Ist andererseits 3. kapz® konvergent, so bildet fiir jedes zy mit |zg] < |z| die Reihe
k=0
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(o) (o)
> |kapz®| eine konvergente Majorante fiir 3 azz”.

k=0 k=0

Oft betrachtet man Reihen der Form

o0 (o @]
Z ag(z — ;vo)k oder Z ag(z — zo)k
k=0 k=0

und spricht dann von Entwicklungen nach Potenzen von = — 4 (oder z — zy) oder von
Entwicklungen um zo (oder z). Dann liegt z.B. fiir die erste Reihe Konvergenz fiir
r = xo und in einem Intervall 2o — R < z < xo+ R und Divergenz fiir |x — xo| > R vor;
der Konvergenzradius R wird analog dem oben betrachteten Fall 2 = 0 bestimmt.
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Kapitel 4

Differentialrechnung

4.1 Der Begriff der Ableitung

Wir betrachten (zunéchst) nur reelle Funktionen einer reellen Verdnderlichen. Sei also
im folgenden stets f : I — R, wobei I ein offenes oder abgeschlossenes Intervall der
reellen Achse ist, y = f(z).

Definition 4.1 Die Funktion [ heifit im inneren Punkle xo von I differenzierbar, falls

d(i?" GT'(i nzwert
o 1) = F0)

T—rT0 T — g

(4.1)

existiert. In diesem Fall wird dieser Grenzwert mit f'(zo) oder %(mo) bezeichnel und
heifit die Ableitung oder der Differentialquotient der Funktion f im Punkte xq. Der in
(4.1) auftretende Quotient heifit Differenzenquotient und wird auch mit

f(zo+h) = f(zo) Af(z) Ay
h Az T Ax

bezeichnel. Der Grenziibergang x — xo entspricht in dieser Schreibweise also h — 0

bzw. Ax — 0. Die Funktion f heifit auf I differenzierbar, wenn sie in jedem inneren
Punkt o € I differenzierbar ist. Ist xo der linke (bzw. rechte) Randpunkt von I, so
definiert man die linksseitige (bzw. rechtsseitige) Ableitung als den Grenzwert

i B gy 1t

und nennt f in xo linksseitig bzw. rechisseitig differenzierbar, falls dieser Grenzwert
existiert.

Ist f auf I differenzierbar, so ist f’ wieder eine Funktion auf 7, man kann also die Exi-
stenz von f := (f')' untersuchen. Verfihrt man so weiter, erhilt man f() := (f(»=1y
als die n-te Ableitung von f. Existiert diese, so heifit f auf I n-mal differenzierbar.

61
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Behauptung 4.1 1. f(z)=c= f'(z)=0 firz € R
2. f(z) =az" = f'(z) =anz"! firz eR

3. f(z:):\/fif'(x):ﬁfﬁr$>0

4. flz)=lz| = fl(z) = { _1 ’ z z g , fiir x = 0 existiert die Ableitung nichl.
Beweis :
1 L= fn) o e g o () = 0
9. f(ac-l-h}z—f(r) _ a(z‘-l-h)h"—r" — a(nxn—l + ”!”Q—I)xn—Qh 4+t hn—l) - anx”_l fiir
h — 0.
3. Veth—vr _ (Veth— @) (VothtyE) 1 G
‘ h - A(vr+h4/7) T VothtT 2/

4. (a) 20> 0: f(z) =2 = f'(xo) =1
(b) 20 <0: f(2) = —z = f'(z0) = —1
(¢) o = 0: ﬂ%%gl = _1 ’ i zg , also existiert f/(0) nicht. Es existieren
aber die links und rechtsseitigen Ableitungen, die jedoch voneinander ver-
schieden sind.

O

Geometrische Deutung der Ableitung:

Wir stellen folgende Aufgabe: Man bestimme die Tangente an eine Kurve y = f(z) im
Punkte zg, d.h. an den Graphen der Funktion f im Punkte (2o, f(z0)). Die Tangente an
einen Graphen im Punkte (z¢, f(z¢)) ist dabei definiert als die Grenzlage der Sekanten
durch den Punkt (zq, f(z)) und einen benachbarten Punkt (zo + Az, f(zo + Az)),
also ist der Anstieg einer solchen Sekante gleich % mit Ay = f(zo+ Ax) — f(x0). Der
Anstieg der Tangente im Punkte (zo, f(z0)) ist demnach gleich

. Ay,
Ay Ay = 0

sofern dieser Grenzwert existiert. Die Gleichung der Tangente n = n({) an die Kurve
y = f(z) im Punkt (zq, f(z0)) lautet damit

n(€) = f'(zo)(€ — z0) + f(z0). (4.2)

Analytische Deutung der Ableitung:
Dazu beachten wir, dafl die Tangente an eine Kurve jene Gerade ist, die die Kurve in
der Umgebung des Beriihrpuktes ,am besten® approximiert.

f(z) = f(zo)(x — x0) + f(o) fiir |z — x| klein
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oder

f(xzo+h) = f'(x0)h + f(z0) fiir kleines h

Anders ausgedriickt gilt: Die lineare Funktion g(z) = f'(z0)(z — z0) + f(z0) hat die
f(z)=g(=)

r—Io

Eigenschaft lim, ., = 0 und ist beste lineare Approximation von f bei xq. Die

sanalytische Deutung® kann zur Definition der Ableitung verwendet werden, denn es

gilt:

Behauptung 4.2 f ist genau dann differenzierbar im Punkt xo € I, wenn ein o € R
und eine Funktion g(x) mit lim,_,,, g(z) = 0 existieren, so daf

J(@) = J(z0) + a(z — z0) + g(z)(x — o) (4.3)
gilt. In diesem Fall ist f'(zq) = .

Beweis : Ist f differenzierbar in g, so setze man a = f'(z¢). Dann gilt

J(z) = J(2o)

g<$) = r — X

und die Beziehung (4.3) ist mit g(z) erfiillt. Umgekehrt folgt aus (4.3) auch (4.4) und
damit die Existenz des Grenzwertes des Differenzenquotienten, also die Differenzier-

—a — 0 fir z — z, (4.4)

barkeit von f in zo.
O

Mitunter schreibt man an Stelle von %ﬂ = f'(zo) fiir = z¢ auch
df = f'(xo)dz.

Diese beziiglich dz lineare Funktion nennt man dann das Differential der Funktion f
an der Stelle zg.

Physikalische Deutung der Ableitung:
Ein Punkt bewege sich geradlinig (z.B. auf der reellen Achse), sein Ort zur Zeit ¢ sei
s(t). Dann betrachtet man die mittlere Geschwindigkeit des Punktes im Zeitintervall

[to, to+ At]: ﬂ%t_ut—ol. Als die Geschwindigkeit des Punktes im Zeitpunkt ¢, definiert

man den Grenzwert ( A (to)
. S t() + At) — s to o
Al}fI—I}O At - ¢ (t)
also die Ableitung von s(t). Fir die Ableitung nach der Zeit-Variablen ¢ beniitzt man
oft auch die Schreibweise $(1) an Stelle von s'(t).

Bemerkung 4.1 Aus der Differenzierbarkeit von f im Punkte z¢, also der Existenz
des Grenzwertes (4.1), folgt offensichtlich lim,_,., (f(z)— f(z0)) = 0, also die Stetigkeit
von f im Punkte zo. Die Umkehrung ist aber nicht richtig, denn zum Beispiel ist
die Funktion f(z) = |z| iiberall stetig, aber bei o = 0 nicht differenzierbar (siehe
Behauptung 4.1,Teil (4)).
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4.2 Differentiationsregeln

Satz 4.1 (Ableitungsregeln) Die Funktionen f,g: 1 — R seien differenzierbar im
Punkt xy € I,c € R. Dann gilt:

(f + 9)'(x0) = ['(x0) + ¢ (w0), (4.5)

(cf)(w0) = ¢ (o). (4.6)
(J9)(z0) = J'(za)g(x0) + (z0)g/(z0) (Produkiregel), (4.7)

) _ J'(0)g(w0) = [(20)g' (o)

<_

)V (x0) Jalls g(zo) # 0 (Quotientenregel). (4.8)

g g(wo)?
Beweis :
(4.5): (f 4 9)'(0) = limp_z, (f+g)(92:g(c);+g)(x0) = Timy s (f(ﬂf)—f(foa)c)_-l;(og(f)—g(%)) —
= limy oy ZEZLE) 4 i, 4220 — () 4 g ().
(4.6): (cf)'(x0) = limy_,,, =D = Jipy, I/ m0]) -
climgs gz, ﬂ%:uio@l =c- (o).
(4.7): (f9)'(20) = limgy,, UDE=UDED — jiy - Helolz)=fzololzo)
Ty g f(@)(g(z)=g(zo))+(f (=)= f(zo))g(z0) _ Ty, [f($>9£w2—9£xo)] +

r—rg r—rg

10y 920) L222E9) = F(a0)g/ () + F(zo)g(0) = (g — F)(z0).

. (5)(1')_(5)(1'0) . z)g(zo)—f(zo)g(z
. (é);((x)())f(: )1)11?7“ ol ea) _ e ji(%g_(?%))g()ﬁg(% i)(>) )
. r)=J\To))g\To)—J{To)g\T)—g(To I r)—J\To g\{To
e Fon)_ ool g ?(m ?TEOE o ot
. zo)  g(z)—g(za)] _ f'(zo)g(zo z0)g'(z0) __ flg—fg’
Lo [Jagon) somo 1= e T e =gt (%0):

Satz 4.2 Die Funktionen fi,..., [, : [ — R seien differenzierbar im Punkte xq € I.
Dann gilt:

n

(fi(xo) IT fi(wo))- (4.9)

1 1=1

(fifa--- fn)/(iﬂo) =

k

n

Fiir ein Polynom f(z) = Xn: arz® und fir g,(r) = 27", n € N, gill:
k=0

fl(z) = éakkxk‘l (4.10)
gd(x) = —na™"! (4.11)

Ableitung der Exponentialfunktion und der trigonometrischen Funktionen:

Satz 4.3 Die Frponentialfunktion f(x) = € ist iberall auf R differenzierbar und es
gilt f'(z) = €”.
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Beweis : Der Wert f(z) = €” ist definiert als Grenzwert der unendlichen Reihe Z “sk—
Betrachte zunichst f/(0): lim,_o ==L = lim, o ioj . Die Potenzreihe § — hat
E=1 k=1

den Konvergenzradlus 00, deﬁnlert daher eine auf der reellen Achse stetige Funktlon
Also gllt hmx_m Z = = =14+ Z ok 1 — 1. Damit fOlgt fl($0> — hmx_m;o eP e _
k=1 ’

r—Tg

rg et "F0—-1 ]
r—Ig

lim,. ., [e =e

yy—l — exo’ also fl(xo) = %o

Regel zur Ableitung zusammengesetzter Funktionen:

Satz 4.4 (Kettenregel) Seien [, 1y Inlervalle der reellen Achse und g: I — I, f:
Iy = R zwei Funktionen. Die zusammengesetzte Funktion (fog)(z) := (f(g(z)) bildet
dann I in Rab. Ist g an der Stelle xg und f an der Stelle ug = g(xo) differenzierbar,
so ist fog an der Stelle xq differenzierbar und es gilt

(f 0 9)'(zo) = ['(9(x0)) - §'(0). (4.12)

Beweis : Nach (4.3) gibt es Funktionen f; und g mit limg s g1(2) = limy—y, fi(u) =
0 und
9(z) = g(zo) + ¢'(zo)(z — x0) + 1 (2)(z — 20)

f(u) = fuo) + f'(uo)(u — uo) + f1(u)(u — uo)
wobel u = g(z) gesetzt wird. Dann gilt weiter: (f o g)(z) = f(g(z)) = f(g(z0)) +
J'(g(20))(g(x0) + g'(w0)(x — z0) + g1 () (2 — o) — g(w0)) + f1(g(w0) + ¢'(w0)(z — o) +
g1(z)(z—20))(g(x0)+4 (z0)(x—0)+g1 (z)(x—20)—g(20)) = [(g(70))+ (g9(x0))g (w0)(x—

o) +[/(9(20))g1 () + [1(g(20) +¢'(z0) (& — z0) + g1 () (x = 20)) (¢ (20) — g1 (2))] (2 — o).

Die Funktion in der eckigen Klammern strebt fiir + — zo gegen 0, man kann daher
wieder (4.3) anwenden und erhilt (f o g)'(zo) = f'(g(x0))g'(z0)-
O

In der Beziehung (4.12) nennt man f’(g(x)) auch die ,,Ableitung der &ufleren Funktion“
und ¢'(z) die ,innere Ableitung®.

Die Kettenregel 148t sich auch mehrfach anwenden. Eine einfache Folgerung ist zum
Beispiel die Beziehung

(£ 090 h(z0) = Fg(h(a0)) - ¢ (hlao) - H(io). (113
Satz 4.5 Die Funktionen sinx und cos x sind tiberall differenzierbar, und es gilt
(sinz) =cosz , (cosz) = —sinuz. (4.14)

Die Funktionen tanz bzw. cot x sind fir x # (2k +1)% bzw. x # kn (k € Z) differen-

zierbar und es gilt

1
— = 1+ tan’z | (cotz) = —— —=—(1+ cot? ) (4.15)

t "=
(tanz) cos® x sin” x
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.. . . . s R)—sinz __ . .
Beweis : Wir beweisen nur zwei Formeln: Snzth)=sinz x+h LA %(sm xcosh + cosxsinh —

sinz) = sin x% + cosx% = (sinx)' = limh_}o[sinx% + cos x%] = cosz.
Denn limy,_q COS}}:_I = 0 und limjy_o s"}ih =1 (siehe Abschnitt 2.5, Beispiele 4 und 5).

cos? z+sin?z __ 1

sinz cosx cosr—sinz(—sinz
(tan )’ = (22} = (ming) _ cortoints 1
cos? ¢ cos? ¢

cosz cos? x

|
Als eine Anwendung obiger Differentiationsregeln betrachten wir das
Beispiel 4.1: ((:v + sin ;v) cos x)' = (1 + cos ;v) cost + (;c + sin ;v)(— sin ;v) = cosT —
xsinx + cos 2z
AbschlieBend wollen wir noch zwei Beispiele zur Kettenregel angeben.

Beispiel 4.2:

1. y = sin(z?): Setze f(u) =sinu und g(z) = 2* = y'(z) = cos(z?) - 2z.

2.y = \/31'2 + sin?(2x): Setze f(u) = \/u,g(x) = 32? + sin*(27) =
y' = +(6x + 2sin(2z) - 2 cos(2z))

2+/322+sin? (2x)

An dieser Stelle sei noch einmal an den Begriff der hoheren Ableitung erinnert (siehe

Abschnitt 4.1).
1. Fiir ein Polynom f(z) = ap,a™ + ... + ag gilt
f(z)=amz™ ' +... +a,...,
™ (z) = nla,, f*(z) = 0.
2. Sei f(z) = sinz. Dann gilt f¥)(z) = (—1)*sinz und fE*+)(z) = (—1)* cos z.
Behauptung 4.3 Sei [ ein offenes Intervall, f eine auf I definierte reellwertige Funk-

tion. Ist f differenzierbar im Punkt xo € I und gill f'(z¢) > 0, so gibt es ein § > 0
mit

flz) < flxo)  fir z € (x0—0,20), (4.16)
flz) > flzo)  fir z € (0,204 9). (4.17)

Beweis : Nach Voraussetzung ist

r—rxg r — g
also gibt es ein § > 0, so daB fiir € (29 — 4, z¢ + §) stets %ﬁxo) > 0 gilt. Fiir dieses
§ ergibt sich somit f(z) — f(z¢) > 0 falls 0 < 2 — 29 < 4, und f(z) — f(zo) < 0 falls
—6 <z — x9 < 0. Das sind aber gerade die Aussagen (4.16) und (4.17).
O
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Bemerkung 4.2 Es gilt:

1. Besitzt f im Punkt zo nur eine linksseitige bzw. rechtsseitige Ableitung, so gilt
nur noch (4.16) bzw. (4.17).

2. Gilt f'(z0) < 0, so lauten die der Behauptung 4.3 entsprechenden Aussagen: Es
gibt ein § > 0 mit

flz) > f(zo) fir z € (29— 0,20), (4.18)
f(z) < f(zo) fiir  z € (x0,70 + ). (4.19)

Es sei jetzt f : I — C eine komplexwertige Funktion einer reellen Veranderlichen.
Dann definiert man die Ableitung f'(z) wie in Definition 4.1, wobei jetzt jedoch der
Grenzwert (4.1) in C zu betrachten ist. Die obigen Differentiationsregeln gelten auch

in diesem Fall. Z.B. ist

—(cosz + gsinz) = j(cosz + ysinz)

dz

also auch e/ = jes,
dx

4.3 Differentiation der Umkehrfunktion
Die Umkehrfunktion zu y = f(z) wurde in Abschnitt 2.5 eingefiihrt.

Satz 4.6 Sei die Funktion f: I — R im Punkte x¢ differenzierbar mit f'(zq) # 0.
Besitzt [ eine Umkehrfunktion g, so ist g im Punkte yo = f(x0) differenzierbar und es

qgilt
1 1
!
g Yo) = = . 4.20
)= Fla0) = Flotan) (4.20)
Beweis : Sei y = f(z), f'(z0) > 0. Dann gilt: g(yy):igyo) = f(;;:?%xo) = a7 Dabei

ist nach (4.3) in einer gewissen Umgebung von z stets f(z) — f(zo) # O_Pgur Y — Yo
gilt auf Grund der Stetigkeit der Umkehrfunktion ¢ auch g(y) — ¢(vo), also z — z,.
Damit ergibt sich

g (yo) = lim g—(y) ~ 9(v0) = lim ! = ! = !
ow oy g o Bl fi(ao) [ (g(yo))

Zur Anwendung dieser Regel einige Beispiele:
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1. f(z) =y =Inz: f ist Umkehrfunktion von g(y) = x = e¥. Daher gilt f'(z) = g,%y)

und ¢'(y) = € = z also
1
%(ln T)=—. (4.21)
x

Die Ableitung der allgemeinen Potenz y = 2* (fiir # > 0, € R) kann nun mit
Hilfe der Kettenregel berechnet werden: f(z) = e*In? = f/(z) = e*In® . oz% =
az®='. Also

%(ma) = az®! (4.22)

2. f(z) = Arcsinz, —1 < z < 1: f ist die Umkehrfunktion von ¢g(y) = siny

(=% <y < %). Daher gilt f'(z) = g,}y) = Colsy. Nun ist cosy = /1 —sin’y =

\/1 — sin®(Arcsinz) = /1 — 22, also

i 1
%(AI’CSIH x) = ﬁ (423)
3. Entsprechend dem letzten Beispiel findet man
-1
L (Arccosz) = ——— (-l<z<l) (4.24)
7 ( N ’
1—x
1 -1
%(Arctan T) = T2 %(Arccotm) =152 (4.25)

Die Ableitungen der Hyperbelfunktionen ergeben sich unmittelbar aus ihren Definitio-

nen:
(sinhz) = coshz , (coshz) =sinhuz, (4.26)
—1
(tanh z)" = — =1—tanh’z , (cothz) = ——— =1—coth’z, (4.27)
cosh” x sinh® z

Die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen, die sogenannten Areafunktionen, las-
sen sich durch den natiirlichen Logarithmus ausdriicken. Fiir diese Funktionen und ihre
Ableitungen gelten die folgenden Formeln:

Satz 4.7 Fs qgill

Arsinhz =In(z + V2?2 + 1), —o0 < z < o0, (4.28)
Arcoshz =In(z + Va2 —1), 1 <z, (4.29)

1+2
11—z’

1 1
Arcothz = 5111&, lz| > 1, (4.31)

z—1

1
Artanh z = §ln lz] < 1, (4.30)
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und
(Arsinhz) = \/1:_7 , (Arcoshz) = % (x> 1), (4.32)
1
(Artanh z)" = T (lz] <1) , (Arcothz) = 2 (|z] > 1). (4.33)

e¥Y—e Y

Beweis : Die Beziehung y = Arsinhz ist gleichbedeutend mit z = sinhy = ==
Auflésung dieser Gleichung nach y ergibt 2z = €Y — e7¥, also (e¥)? — 2z(e¥) — 1 =
O:>ey:;c-|—\/m:>yzln($+\/m)-
Die Beziehungen (4.29)-(4.31) beweist man analog. Die Formeln fiir die Ableitungen
erhilt man durch Anwendung der Kettenregel und der Ableitungen fir Inz und /z,
oder mit der Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion, (4.26) und (4.27) sowie der
Beziehung cosh® z — sinh® z = 1.

O

Bemerkung 4.3 Ist eine Kurve als die Menge aller Paare (z,y), die der Gleichung
F(z,y) = 0 geniigen, gegeben, so bestimmt man die Steigung der Tangente an der Stelle
(20, yo) mittels impliziter Differentiation. Man setzt dabei y = y(z) und differenziert
die Gleichung F(z,y(z)) = 0 nach z.

Beispiel 4.3: Betrachte die Kreisgleichung z? + y* — a* = 0. Implizite Differentiation
nach z ergibt 2z +2y(z)y'(x) = 0 also y'(z) = —%. Die Steigung der Tangente an obigen

Kreis an der Stelle (zq,yo) ergibt sich also zu y'(z9) = —22, wobei yy = \/a? — z¢ ist.

Yo

Bemerkung 4.4 Mochte man eine Funktion der Gestalt f(z) = u(z)"®) differenzie-
ren, so ist es oft niitzlich, die logarithmische Differentiation anzuwenden. Man diffe-
renziert dabei die Funktion In f(2) und berechnet daraus f'(z) : (In f(2)) = ]%(f)l =
(o) n(@)) = vle) mate) + ofe) 28 = Fle) = F2)0() Inn(e) + (o) 555 =
u(a) @) (o' () nu(x) + o(z) 52,

Beispiel 4.4: Man bestimme die Ableitung von f(z) = 2”. Durch logarithmische Dif-
ferentiation erhilt man ]}J’%l =lnz+1= f(z)=2"(Inz+1).

In den folgenden Abschnitten betrachten wir einige Anwendungen der Differential-
rechnung.

4.4 Relative Extrema

Definition 4.2 Fs seien I ein Intervall und f eine reellwertige, auf I definierte Funk-
tion: f: 1 — R. Fin Punkl o € I heifit ein absolutes (globales) Maximum von f auf
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I, falls gilt:
f(z) < flzo) fir alle z € 1.

xo heifst ein absolutes (globales) Minimum, falls entsprechend f(x) > f(xo) fir jedes
x €1 gilt.

Definition 4.3 Sei [ wieder ein Intervall und f eine reellwertige Funktion f: 1 — R.
Fin Punkt xo € I heif§t ein relatives (lokales) Maximum von f, falls gilt:

30 >0:z €l |z —xo| < = flz) < flzo).
Er heifit ein relatives (lokales) Minimum falls gilt

30 >0:z €l |z —xo| < = flz) > flzo).

Ein relatives (absolutes) Maximum oder relatives (absolutes) Minimum heit auch
relatives (absolutes) Ertremum.

Der folgende Satz gibt eine notwendige Bedingung dafiir, da der Punkt z ein relatives
Extremum ist.

Satz 4.8 Sei f eine auf dem offenen Intervall I definierte reellwertige Funktion. Ist f
in xog € I differenzierbar und besitzt f dort ein relatives Extremum, so gill f'(x¢) = 0.

Beweis : Angenommen, es wire f'(zg) > 0, dann wiirde es nach Behauptung 4.3
ein § > 0 geben, so daB Werte = mit zg — § < z < zq stets f(z) < f(zo) und fur
zg+ 0 > x > zg stets f(z) > f(zo) gilt. Damit kann der Punkt zy kein relatives
Extremum sein. Den Fall f/(z¢) < 0 betrachtet man analog,.

O
Man beachte, dafl die in Satz 4.8 gegebene Bedingung nur notwendig und nicht hinrei-
chend ist, wie man am Beispiel f(z) = 2°, 29 = 0 sieht.
Der folgende Satz, der ohne Beweis angegeben wird, sichert, dafl eine auf einem be-
schrankten und abgeschlossenen Intervall stetige Funktion absolute Extremwerte be-
sitzt.

Satz 4.9 Set f: [ — R eine reellwerlige stelige Funktion, deren Definilionsbereich [
ein abgeschlossenes Intervall ist. Dann besitzt f mindestens ein absolutes Maximum xg
und mindestens ein absolutes Minimum ;.
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4.5 Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Satz 4.10 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Sei die reellwertige Funk-
tion f: 1 — R auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] C I stetig und auf dem offenen
Intervall (a,b) differenzierbar. Dann gibt es (mindestens) einen Punkt xo € (a,b), so

dafs
o - D100
qgilt.

Beweis : Wir betrachten die Hilfsfunktion F'(z) := f(z) — M((](?‘) —g(a)). Sie

ist offensichtlich stetig auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b], (Eiif?erenzierbar auf dem
offenen Intervall (a,b) und es gilt F(a) = F(b) = f(a). Nach Satz 4.9 besitzt F ein
absolutes Maximum und ein absolutes Minimum. Liegen beide Extrema am Rand des
Intervalls [a,b], so ist F' konstant, also F'(z) = 0 in (a,b). Liegt ein Extremum zq im
Inneren, so gilt dort nach Satz 4.8 F'(z¢) = 0 und damit F'(zq) = fl(Io)—W =0,
also f'(z¢) = [)=J(a),

- b—a

O

Bemerkung 4.5 Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung 148t sich auch folgen-
dermafBen formulieren: Ist f auf dem abgeschlossenen Intervall [z, xo + h] stetig und
auf dem offenen Intervall (zg, g 4+ h) differenzierbar, so gibt es ein § € (0,1) mit

f(zo+h) — f(xo) = hf'(zo + Oh)

Satz 4.11 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Seien
[ und g reellwertige Funktionen, die auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] stetig und
auf dem offenen Intervall (a,b) differenzierbar sind, wobei fir x € (a,b) stets g'(z) # 0
sei. Dann gibt es eine Stelle xo € (a,b), so dafs

f(b) = fla) _ ['(w0)
g(b) —g(a)  ¢'(x0)

qgilt.

Beweis : Betrachte die Hilfsfunktion F(z) := f(z) — %(m — a) und fithre die-
selben Schliisse durch wie beim Beweis des Mittelwertsatzes.

O

Eine wichtige Folgerung aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt Auskunft
tiber das Monotonieverhalten differenzierbarer Funktionen (vgl. auch Behauptung 4.3).

Satz 4.12 (Monotonieeigenschaften differenzierbarer Funktionen) Die Funk-
tion f : (a,b) = R sei differenzierbar auf dem offenen Intervall (a,b). Dann gilt:
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1. f ist monoton nichifallend auf (a,b) <= Vz € (a,b): f'(z) >0
2. f ist monoton nichtwachsend auf (a,b) <= Va € (a,b): f'(z) <0
3. Ve € (a,b): f/(x) >0 = [ ist monoton wachsend auf (a,b)

4. Yz € (a,b): f'(x) <0 = [ ist monoton fallend auf (a,b)

5. f ist konstant auf (a,b) <= Yz € (a,b): f/(x) =0

Beweis : Es soll nur die erste Aussage bewiesen werden, die Beweise der iibrigen
Aussgen verlaufen analog.
Sei also f monoton nichtfallend auf (a,b). Daraus folgt %ﬁxo) > 0 also ist auch
f'(z0) > 0.
Umgekehrt sei f'(z) > 0 in (a,b) und = < y. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung ein zg mit = < o <y : f(y) — f(z) = (y — z) f'(z0) > 0, da
y > x und nach Voraussetzung f'(zq) > 0 ist. Also ist f monoton nichtfallend.

O
Eine hinreichende Bedingung dafiir, dafl ein Punkt x4 ein relatives Extremum ist, wird
im folgenden Satz angegeben.

Satz 4.13 Sei f: (a,b) — R differenzierbar, zo € (a,b) mit f'(xo) = 0. Ezistiert ein
§ >0, so dafy f'(z) > 0 in (zo — 0,20) und f'(z) < 0 in (xg,z0 + 0) gilt, so hal [ an
der Stelle xo ein relatives Mazimum. Gibl es entsprechend ein § > 0, so daf§ f'(z) <0
in (zo — 6, x0) und f'(x) >0 in (xg,z0+ 8) gill, so hat f in ¢ ein relatives Minimum.

Beweis : Nach dem letzten Satz ist f in (z¢ — d, 29) monoton wachsend und im Inter-
vall (zg, 29+ ¢) monoton fallend. Nun gilt f(z¢) = lim,_,,— f(2) > f(z1) fiir jedes feste
z1 € (zg — 0,20) und f(zo) = limuyuoq f(2) > f(21) fiir jedes feste 21 € (20,20 + ).
Die zweite Aussage beweist man analog.

O

Behauptung 4.4 Ist [ : (a,b) = R zweimal differenzierbar, f'(z¢) = 0 fir ein zo €
(a,b) und gilt f"(xo) < 0, so hat f im Punkt xo ein relatives Mazimum. Gill f"(z9) > 0,
so hat f im Punkt xq ein relatives Minimum.

Beweis : Ist z.B. f"(zq) < 0, so ist f” auch in einer Umgebung von z, negativ. Dann
ist aber nach Satz 4.12 die erste Ableitung von f in dieser Umgebung monoton fallend.
Da f'(z¢) = 0 ist, gilt f'(z) > 0 links von zg und f'(z) < 0 rechts von zy. Nach dem
letzten Satz hat dann f ein relatives Maximum in z.

O
Die zweite Ableitung einer Funktion driickt das Krimmungsverhalten der Funktion f
aus. Um die Kriimmung einer Funktion genauer zu studieren, geben wir die folgende
Definition.
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Definition 4.4 Sei K C R? eine Teilmenge der Ebene. K heifit konvex , falls gilt !
r,y€ K.\ e (0,1) = z 1= )\x—l—(l — Ny € K,

d.h., mil zwei Punkten x,y enthdlt K auch die Strecke mit den FEndpunkten x und y.

Behauptung 4.5 Fine Menge K C R? ist genau dann konvex, wenn fir jedes n € N
die folgende Beziehung gilt:

M=

T1y..., Ty € [(7)\17---,)\n € (0,]) )\k =1= )\1T1+)\2T2++)\nTn e K (434)

k=1

Diese Aussage kann durch vollstandige Induktion nach n bewiesen werden.

Definition 4.5 Die Funktion f : (a,b) — R heifit konvex (bzw. konkav), falls die
Menge K = {(z,y) € R%|z € (a,b),y > f(z)} (bzw. K = {(z,y) € R%z € (a,b),y <
f(z)}) konvex ist.

Satz 4.14 Fine Funktion f : (a,b) — R ist genau dann konvez in (a,b), wenn gilt
z1,22 € (a,b),A € (0,1) = f(Azy + (1 = Nag) < Af(xr)+ (1 = A)f(z2).  (4.35)

Zu der Giltigkeit von (4.35) ist die folgende Aussage dquivalent: Fir beliebiges n € N
qgilt:

T1yeetn € (4,0), M, A € (0,1), 3 Mg = 1
k=1

Die Funktion f ist genau dann konkav, wenn die Funktion —f konvex ist, d.h., in den
Gleichungen (4.35) und (4.36) muf8 man stets < durch > ersetzen.
Ist die Funktion f zweimal differenzierbar, so gilt

[ ist konvex in (a,b) <= f"(x) >0 firz € (a,b) (4.37)
[ ist konkav in (a,b) <= f"(z) <0 firz € (a,b) (4.38)

Definition 4.6 Fin Punkt x¢ heifit ein Wendepunkt der Funktion f, falls f links von
xg konvex und rechls von xg konkav oder falls f links von xy konkav und rechis von xq
konvez ist.

'Sind @ = (a1, a2),b = (b1, b2) zwei Punkte der Ebene, so wird die Addition und Multiplikation mit
reellen Zahlen komponentenweise definiert, d.h. pa+vb = (pa1+vbi, pas+vbs); vgl. die entsprechenden
Operationen mit zweidimensionalen Vektoren.
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Ist ein Punkt 2y Wendepunkt der Funktion f, so mufl nach Satz 4.14 die zweite Ablei-
tung verschwinden. Es gilt also

zo ist Wendepunkt von f = f"(z0) =0

Wir haben mit Hilfe der Ableitungen einer Funktion Bedingungen fiir das Vorliegen
von relativen Extrema und Wendepunkten angegeben. Im allgemeinen gilt hier der

folgende Sachverhalt:
Satz 4.15 Die Funktion f : (a,b) = R sei in (a,b) mindestens (k + 1)-mal differen-

zierbar und es gelte fir einen Punkl xo € (a,b)

flxo) = ... = fW(x) =0, FE(2y) #0.

Ist k gerade, so liegt bei xq ein Wendepunkt vor, ist hingegen k ungerade, so besitzt
[ fir fE+)(20) < 0 bei xo ein relatives Mazimum und fir f*+9(z) > 0 bei xq ein
relatives Minimum.

4.6 Die Regel von Bernoulli - de ’Hospital

Die Regel von Bernoulli - de I"'Hospital dient zur Berechnung von Grenzwerten der

Gestalt limg_,, ;l(f)l, wobei lim, ., f(z) = limz_,, g(x) = 0 oder lim,_,, f(z) =

lim, . g(z) = oo gilt.

Satz 4.16 (Regel von Bernoulli - de I'Hospital) Die Funktionen f,g : (a,b) —

R (o0 < a < b < o0) seten in (a,b) differenzierbar, und es gelte ¢'(x) # 0 fir
€ (a,b). Gilt f(z) — 0, g(z) — 0 (oder f(z) — oo, g(x) — o0) fir x — b— und

existiert der Grenzwert lim,_,_ 5= im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne, so gill

g'(z)
lim /() = lim f’(;c)
z—sb— q(T) r—sb— g/(l'>

(4.39)

Fine entsprechende Aussage gill fir © — a+.

Beweis : Zunichst betrachten wir den Fall f(z), g(z) — 0 fiir  — b—. Wir setzen
f(b) = g(b) = 0, dann sind f und g stetig auf (a,b]. Nach dem verallgemeinerten
Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Satz 4.11) gibt es zu jedem z € (a,b) ein
£ € (z,b) mit ;l(%)l = ;J,l(%. Fiir + — b— gilt auch ¢ — b—, also folgt die Beziehung
(4.39).

Im Fall f(z),¢(z) — oo fiir + — b— beschrianken wir uns auf folgende Beweisskizze.
Wir betrachten Punkte zo und =z mit @ < 2o < < b. Dann gibt es nach Satz 4.11
einen Punkt ¢ € (z¢, z) mit

L6 _ I) ~ [xo) _ f(a) =5
¢(€)  glz) —glwo)  glz)1 — alo

©Q

—_
5]

N
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Ist L = limy_y,_ J,(?)l endlich, so wahle man ein zy so nahe bei b, daf} sich L und J@l

nur sehr wenig unterscheiden. Weiters wihle man = € (2¢,b) so nahe bei b, daB f((“))

f(=g)
und l?ol sehr klein sind. Dann ist —@L sehr nahe bei 1 und daher unterscheiden sich

9(20)
ﬁ und J—)l beliebig wenig. Es gilt also L = lim,_;_ J(—)l Im Fall I = oo verféhrt

man analog

O

Bemerkung 4.6 Falls lim, 5 %,—l wieder von der Form ,,8%(,, 2

mals differenziert werden. Ergibt sich jedoch in Zahler oder Nenner ein endlicher und

) ist, so kann noch-

von Null verschiedener Grenzwert, so darf nicht mehr differenziert werden.

Die Anwendung der Regel von de I"'Hospital soll an den folgenden Beispielen demon-
striert werden.
Beispiel 4.5:

]]mx_>0 sinz — ]iml‘_>0 COIS(L‘ — 1
: z” : nae™ ! : n!
2. hmx_mo P hrnx_mo wIna — .= hmx_mo m =0

Mit der Regel von Bernoulli-de I’'Hospital lassen sich auch Grenzwerte, bei denen andere
unbestimmte Formen auftreten, behandeln. Man fithrt diese auf die bereits behandelten
Fille 8 oder 2 zuriick. Dazu forme man um wie im folgenden Schema angegeben:

gegebene Form Umformung neue Form
0- o0 flz)g(z) = ﬂil %
9(2)
000 F()g(e) = 26" 8
00 — 00 f($> —g(x) — g(r):f(w) %
f(=)g(=)
0° f($>g(f) — 9(=)In(f(z)) 0- oo
o0? f(x)9@) = s n(f (=) 0- 0o
100 f(2)9@) = s In(f (=) 0o - 0
Beispiel 4.6:
L. f(z) =2 = Inf(z) = zlnz = B2 = In(lim,_ %) =
= limy_0 B2 = limyo 2 = limg_g -— =0 = limy_oaz” =1
. . z=In(1+z . - llz —
2. hml-_}()(m — %) = hmm_m ml = hmr—>0 m -
1

1 T 1 1 _ 1
= lims 0 GymEaae = 1Mo T n(i4o)+1 2
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Die Regel von Bernoulli-de I'Hospital ist nicht anwendbar, wenn der Grenzwert
lim, 5 431 nicht existiert oder wenn keine unbestimmte Form vorliegt. Wir betrach-
ten das folgende Beispiel:

Beispiel 4.7: lim,._, % mit f(z) = z + sinz und ¢g(z) = z — sinz. Dann ist
lim, e f(2) =1, denn es gilt

. f(x) . x+sinz I
lim = lim ———— = lim e
r—00 g(CE) =00 r — SN T r—00 1 — ==

!
Andererseits existiert der Grenzwert von ;J,(%l = % fiir £ — oo nicht.

4.7 Nullstellenberechnung und Fixpunkte

Eine wichtige Eigenschaft stetiger Funktionen wird durch den folgenden Satz beschrie-
ben.

Satz 4.17 (Zwischenwertsatz) Ist [ :[a,b] = R eine stetige Funktion und m :=
mingep s f(2), M = maxgepy f(x), so nimmt [ jeden Wert aus dem Intervall [m, M]
an. Das heifit, zu jedem y € [m, M| gibt es mindestens ein x € [a,b] mit f(z) =y.

Eine Folgerung aus dem Zwischenwertsatz sichert die Existenz von Nullstellen:

Behauptung 4.6 Sei f :[a,b] - R eine stetige Funktion. Gilt f(a) > 0 und f(b) <
0 (oder f(a) < 0 und f(b) > 0), so besitzt f im Intervall (a,b) (mindestens) eine
Nullstelle.

Zur (ndherungsweisen) Bestimmung von Nullstellen einer Funktion f dienen die fol-
genden Verfahren. Dabei sei die Funktion f wieder auf dem Intervall [a, b] definiert und

stetig, und es gelte z.B. f(a) > 0, f(b) < 0.

1. Bisektionsverfahren: Man definiert rekursiv eine endliche oder unendliche Folge
von Zahlenpaaren (u,,v,), indem man (uy,v1) = (a,b) setzt und, falls (u,,v,)
bereits definiert ist, folgendermaflen vorgeht:

(a) Ist f(%) = 0, so ist % eine gesuchte Nullstelle und man kann das

Verfahren abbrechen.

Un+Un
B .

(b) Ist f(¥adn) <0, so setze man upqy = uy und v,y =

(c) Ist f(%) > 0, so setze man u,4; = ““"2'”“ und v,41 = Uy,

In den beiden letzten Fillen wird also im Zahlenpaar (z,,y,) jeweils eine der
beiden Zahlen durch die Intervallmitte so ersetzt, daf§ die Funktion in dem neuen
(halben) Intervall wieder ihr Vorzeichen wechselt. Falls dieses Verfahren abbricht,
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hat man eine Nullstelle gefunden, falls es nicht abbricht, so konvergieren die
Folgen (u,),en und (v,),en gegen eine Nullstelle z von f(z), wobel (uy),en
monoton nichtfallend, (v,),cny monoton nichtwachsend ist. Wahlt man (nach n
Schritten) z.B. den Wert “=f= als Niherungswert fiir die gesuchte Nullstelle,

so ist der Abstand (Fehler) dieses Ndherungswertes von der gesuchten Nullstelle
S ungvn ]

2. Regula falsi: Man ,ersetzt“ die Kurve im Intervall [a, b] durch ihre Sekante g(z) =
fla)+ %ﬂl(.f —a) und benutzt die Nullstelle der Sekante 2y = a — }l(%)i_[}_—(z% als
Néherungswert fiir die Nullstelle von f. Ist f(z¢) # 0, so bestimmt man mittels
zo und demjenigen der Werte a, b, fiir den das Vorzeichen von f dem von f(zo)

entgegengesetzt ist, einen neuen Niherungswert, etc.

3. Newtonsches Verfahren Die Funktion f sei im Intervall [a, b] differenzierbar mit
f'(z) # 0 fir z € [a,b]. Man sucht einen Naherungswert z; fiir die Nullstel-
le von f(z) und verbessert diesen, indem man die Kurve fiir y = f(z) durch
ihre Tangente g(z) = f(z1) + f'(z)(z — z1) im Punkt z; ersetzt und als neuen
Naherungswert die Nullstelle der Tangente berechnet. Man definiert also rekursiv
die Folge (2,),en mit: z1 = a und, falls z,, bereits bestimmt wurde, setzt man

Ty

Tngl = Tn = 7005 In ,giinstigen“ Féllen konvergiert die Folge (z,),cn gegen

einen Punkt zq, der dann eine Nullstelle von f ist.

Sei f zweimal stetig differenzierbar und sei ¢ die gesuchte Nullstelle von f. Dann
il s — 0] = o — 2220 o] < [ —ol[1 - L] = |, — | om0 =
|z, — zo||x, — §||J;J:(£ﬂ)l| <z, — $0|2|);A,I(g)l| wobei £ und 5 nach dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung existierende Zahlen mit ¢ € (z,,z) (bzw. £ € (z,2,))

und n € (z,,§) (bzw. n € (£, 2,)) sind. Setzen wir M := maxyefas) 1F7(2)]

minze[a,b] |f’(1")| ’
gilt also |z,41 — x| < M|z, — z¢|*. Tst insbesondere M|z, — zo| < 1, so gilt

dann

|z, — x9| — 0. Die Folge (z,),cn konvergiert also in diesem Fall gegen z4. Die
Konvergenz erfolgt dabei sogar ,quadratisch®, das heifit, der Fehler nach dem
n-ten Iterationsschritt ist nicht grofer als eine Konstante mal dem Quadrat des
Fehlers nach dem (n-1)-ten Iterationsschritt.

Ein Beispiel zur Anwendung des Newtonverfahrens:

Beispiel 4.8: Ein liegender zylindrischer Kessel mit 15001 Fassungsraum ist mit 9001

Flissigkeit gefiilllt. Wie hoch steht die Flissigkeit im Kessel?

Die Behandlung dieses Problems fithrt auf die Gleichung z — sinz = 2w, d.h., es

ist die Nullstelle der Funktion f(z) = 2 — sinz — 4?” zu bestimmen. Es ergibt sich
f'(z) =1—cosz, und das Newtonsche Naherungsverfahren liefert folgende Werte:

| S | S | -

1 = 3.14159 | 0.62831 2 —0.31415

o = 2.82743 | 0.00514 | 1.95106 | —0.00263
3 = 2.82482 | 0.00004
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An dieser Stelle brechen wir das Verfahren ab, und erhalten als Ndherungswert z =

2.8248. Hat der Kessel also den Radius r, so ist die gesuchte Hohe gleich 1.1577r.

Definition 4.7 Die Funktion I bilde die Menge I in sich ab: F : I — I. Ein Punkt
xo € I heifit ein Fixpunkt der Funktion F, falls F(zo) = xq gilt.

Ist I ein Intervall der reellen Achse, so ist z¢ genau dann ein Fixpunkt der Funktion
F, wenn zq eine Nullstelle der Funktion f(z) = F(z) — z ist. Umgekehrt kann eine
Nullstelle der Funktion f als Fixpunkt der Funktion F(z) = f(z)+ 2 aufgefait werden.
Man kann also die Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen auch zur Bestimmung
von Fixpunkten anwenden und umgekehrt. Zum Beispiel besagt das Newtonverfahren,

daB unter gewissen Bedingungen die rekursiv definierte Folge (,),cn , wobei z1 = a
F(zn)—zn
L Fza)=1 ; : : : o
Ein direktes Verfahren zur Bestimmung eines Fixpunktes einer Funktion ist das fol-

und z,41 =z, — ist, gegen einen Fixpunkt zq der Funktion F' konvergiert.

gende Tterationsverfahren.

Satz 4.18 (Banachscher Fixpunktsatz) Die Funktion F : [a,b] — R sei diffe-
renzierbar, ' sei stetig auf [a,b], und es seien die beiden folgenden Vorausselzungen
erfillt:

1. z € la,b] = F(z) € [a,b]

2, dK:0< K <1, so daf§ |[F'(z)| < K <1 fir x € [a,b] gilt.
Dann besitzt die Funktion F im Intervall [a,b] genau einen Fizpunkt xo. Fir jede
Zahl z1 € [a,b] konvergiert die rekursiv durch x,41 = F(z,) (n € N) definierte Folge

K
1-K

Ty gegen xg. Dabei gilt |x, — xo| < Ty — Tp_1].
nEN

Beweis : Zuerst beweisen wir die Eindeutigkeit des Fixpunktes. Seien also zq und
z;, zwei Fixpunkte, und es gelte z.B. 2y < z{. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz

eine Zahl £ € (zg,z() mit F'(§) = Fleo)=Flog) _ zo=20 _ | g widerspricht der

Y Y
o Q’}O o Q’}O

Vorraussetzung |F'(z)| < K < 1, also hat F' hochstens einen Fixpunkt.

Nun zur Existenz des Fixpunktes: Gilt F(a) = a oder F(b) = b, so ist a bzw. b der
gesuchte Fixpunkt. Andernfalls gilt F(a) > a und F(b) < b, da F(a), F(b) im Intervall
[a,b] liegen. Somit ist die Funktion f(z) = F(z) — 2 bei a positiv und bei b negativ,
muf also nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle zy haben. Diese ist ein Fixpunkt
von F'.

Sei nun z; € [a,b] beliebig gewahlt. Wir bilden die Folge (z,),cn mit 2,41 = F(z),
n=1,2,.... Dann gilt: |z,41 — 20| = |F(z,) — F(z0)| = F'(§)|z, — zo| < K|z, — 20,
wobei die Existenz einer solchen Zahl ¢ wieder aus dem Mittelwertsatz folgt. Damit
ergibt sich

|z, — 20| < Klzpoy — 20| < ... < K2y — 29| < K*(b—a)

also lim,, o, , = zo. Weiters gilt |z, — zo| < Kl|zpo1 — 2+ 2, — 20| = Kz, — 201| +
K

K|z, — x| also |z, — 20| < {25 |¥n — Tp-1]. Der letzte Ausdruck strebt wegen K <1
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fiir n — oo gegen 0.

Bemerkung 4.7 Vergleicht man die Beziehungen |z,11 — 29| < M|z, — x¢|* beim
Newtonverfahren und |z,41 — 2| < K|z, — zo| bei der Fixpunktiteration, so zeigt
das Newtonverfahren bessere (ndmlich quadratische) Konvergenz der Iteration. Dafiir
wird beim Newtonverfahren aber bei der Definition der Konstanten M, die in der
Abschatzung vorkommt, die zweite Ableitung der Funktion benutzt.

4.8 Kurvendiskussion und Extremwertaufgaben

Sei eine Kurve y = f(z) gegeben. Unter einer Kurvendiskussion versteht man die
Untersuchung des Graphen von f(z) mit Hilfe analytischer Methoden (Methoden der
Differentialrechnung), wobei wir die folgenden Aufgaben betrachten wollen.

1. Bestimmung von Definitions- und Wertebereich von f.

2. Untersuchung der Stetigkeit und Differenzierbarkeit von f.

3. Bestimmung der Nullstellen.

4. Bestimmung der Extremwerte und Wendepunkte.

5. Bestimmung der Asymptoten und Grenzwerte der Funktion f.

6. Bestimmung der Monotonie- und Konvexitatsbereiche.

Beispiel 4.9: Kurvendiskussion fiir die Funktion f(z) = 22

xr

1. Der Definitionsbereich von fist {z € R |z > 0} und der Wertebereich ist (—oc, 1],

wobeil man den Wertebereich aus den Ergebnissen von den Punkten (4) bzw. (%)

erhalt.
2. f(z) ist an jeder Stelle 2 > 0 stetig und differenzierbar.

3. f(z) =0 < Inz =0 <= =z =1; d.h., es gibt genau eine Nullstelle, namlich
x=1.

4. Wir berechnen f'(z) = 1;1;” und f"(z) = %&(2Inz — 3). Damit erhilt man:
flz) =0 < 1 =Inz <= =z = e, d.h., es gibt hiochstens ein relatives
Extremum nidmlich z = e. Dieses ist ein Maximum, was aus f"(e) < 0 folgt.
r = e ist sogar ein absolutes Maximum, was man aus der Untersuchung des
Monotonieverhaltens von f in Punkt (6) erkennt. Aus Punkt (5) erhélt man, da8
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es kein absolutes Minimum geben kann.
f'(2) =0 < 2lnz =3 <= z= e7, d.h. es gibt genau einen Wendepunkt,

. 3
namlich z = e2.

5. limgz—o f(2) = —oo und lim,+ f(z) = 0. Die x-Achse ist Asymptote fir + — oo,
die y-Achse fir x — 0.

6. Aus dem Vorzeichen von f'(z) ersieht man, daB f(z) fiir < e monoton wachsend

und fiir > e monoton fallend ist. Fiir z < e ist [ konkav und fur x > e2 konvex.

Als Beispiel fiir die Anwendung der Differentialrechnung betrachten wir Extremwert-
aufgaben. Bei manchen Beispielen ist es sinnvoll, mehrere Variable einzufithren und
durch gewisse Bedingungen (sogenannte Nebenbedingungen) wieder zu eliminieren.

Beispiel 4.10: Gesucht sind die Mafle eines rechtwinkligen Kastens mit gegebener Ge-
samtkantenldnge U und gegebener Oberflache F', dessen Inhalt moglichst grof ist.

Bezeichne die Kanten des Kastens mit z,y,z. Dann ist V = zyz, U = 4(z +y+2), F =
2($y-|—xz-|-yz) =V = TYz = xB—(x-l—y-l—z)xz-l—(xy-l—;cz-l—yz)x = x3—%$2—|—
%x = V'(z) = 32? — %:c + % = Toar = % — %\/ U? — 24F. Daraus berechnet man

aus U und F' die beiden anderen Kantenldangen y und z.

Beispiel 4.11: Gegeben ist ein quadratisches Stiick Karton. Durch Ausschneiden qua-
dratischer Ecken und Falten ist ein oben offener rechteckiger Behélter mit moglichst
groflem Inhalt anzufertigen. Wie weit mufl man die Ecken ausschneiden?

Die Seitenldange des gegebenen Quadrates bezeichnen man mit a, die der auszuschnei-
denden Ecken mit z. Dann gilt V(z) = (a — 22)*z = a’zr — 4az® + 42°,0 < 7 <
a=V'(z)= a’ — 8axr + 1222 = V"(z) = —8a 4 24z. Setzt man V'(z) = 0 so erhalt
man 1222 —Sazx +a®> =0 = 2, = 5,22 = . Aus V"(zy) > 0,V"(z2) < 0 sieht man,
daBl z5 ein lokales Maximum ist. Da am Rand des betrachteten Bereichs fiir z stets
V(z) = 0 ist, ist x5 sogar ein globales Maximum. Setzt man 3 in die Formel fur V(z)

2 3

ein, so erhalt man V)., = 57a”.

4.9 Die Taylorformel und die Taylorentwicklung

Satz 4.19 (Taylorformel) ? Sei I ein offenes Intervall und f: T — R eine (n + 1)-
mal stetig differenzierbare Funktion. Dann gill fir a,x € I:

f'(a) [ (a)

1! n!

flz) = fla)+ (r—a)+...4+ (r —a)" 4+ Ropyr(2) (4.40)

?Brook Taylor (1685-1731)
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wobet das sog. Restglied die Gestall

(n1)
Ryt (z) = jEnTl()f')(x —a)"" mit einem € € (a,z) baw. (z,a) (4.41)

hat.

Eo %ﬂ(;v - a)k das sogenannte n-te Taylorpolynom. Dann

%n(:r:)

Ay(a) = fla) — P,(a) =0
Afa) = _

Beweis : Sei P,(z) =
gilt mit A, (z) = f(z) —

AP a) = fO(a) ~ P{a) =0
AW = T )

Wir wenden nun wiederholt den verallgemeinerten Mittelwertsatz an und erhalten:
An(z)  _ _ An(@)=Bn(@) A& AL (&1)=A%(a) — An(é2)

(p—a)rtt — (z—a)tl—(a—a)™t! " (n41)(6—a)” — (n41)(E1—a)"—(n+1)(a—a)" — (nt1)n(éa—a)" ™!

AT (£0)=A (a) AT 6) _ pr(g)

. (n+1)!(én—a)—(n+1)!(a—a) _ %7.7,4-1)! - (n+_1)! . .

zwischen a und & usw., schlieflich also ¢ zwischen a und z. Diese Beziehung besagt

f(n+1)(§)
(n +1)!
wobei ¢ zwischen a und z liegt, also in der Form { = a + 6(z — a) mit § € (0,1)
geschrieben werden kann.

. Dabei liegt & zwischen a und z, &

aber

f(x) = Pof2) +

(x — a)”"']

O
Der Ausdruck %,ﬁl(:c —a)"*" heiBt das Restglied der Taylorschen Formel in Lagran-

gescher Form . Es kann auch in der Clauchyschen Form

Rua(w) =~ [ (e = 0 100 (1) de

geschrieben werden (wie man leicht mittels partieller Integration sieht).

Das n-te Taylorpolynom ist eine Approximation der Funktion f in der Umgebung
von a durch ein Polynom n-ten Grades in (z — a). Fiir n = 1 ergibt sich wieder die
Approximation durch eine lineare Funktion (siche Abschnitt 4.5), fir n = 2 durch eine
Parabel zweiter Ordnung etc.

Ist nun f beliebig oft differenzierbar in I und gilt R, () — 0 fiir n — oo, so erhélt
man aus (4.40) die sogenannte Taylorentwicklung oder Taylorsche Reihe von f(z) um
den Entwicklungspunkt a, namlich die Darstellung von f(z) durch die in I konvergente
Potenzreihe

(z — a)*. (4.42)
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Eine hinreichende Bedingung fiir R,(z) — 0 in [ ist zu Beispiel
Vo e I:|f"(z)] < B,

wobei B € R eine beliebige Konstante ist. Denn dann gilt |R,(z)| < -2 (x — )™,
also ist R,(z) fir jedes x € I eine Nullfolge.

Beispiele fiir Taylorreihen:

1.
=5 o (4.43)
k=0 N:
die Taylorentwicklung der Exponentialfunktion um a = 0. Fiir das n-te Restglied
gilt
€ s n;?, x>0,
Rulo) = [ ———a| < { TR
(n+1)! L z < 0.
. 0 1)k p2k+1
2. sinz = kZ::o ((Q)ICT)'
0 1)k g2k
3. cosz = k,2=:0 ( (Q)k)!

00
1 L e
4. - —-g;{f fur|x|<:l.

Bemerkung 4.8 Wir haben die komplexe Exponentialfunktion durch die Beziehung
e =¢e"(cosy + gsiny) fir z = v 4 jy (4.44)

n

definiert. Durch Einsetzen der obigen Reihen ergibt sich: ¢* = (% = io: % +
k=0 " k=0 k
1)k g2k +1

7 Z %) = (AZ )( Z M) kio:o 2= Dabei wurde beim letzten Gleichheitszei-

chen die Cauchy- Multlphkatlon angewendet. Die komplexe Exponentialfunktion 148t
sich also auch durch die Potenzreihe (4.43) definieren, und die formal eingefiihrte Be-
ziehung e* = el*l . /3782 gilt, wenn man alle in (4.44) auftretenden Funktionen in
Taylorreihen entwickelt.

Satz 4.20 Gestattel die Funktion f die Darstellung als Polenzreihe
f(z) = % ap®
k=0
mit Konvergenzradius R > 0, so gilt

f(x) = ioj agkx™=" fir |z| < R. (4.45)

D.h., differenziert man Polenzreihen innerhalb thres Konvergenzgebieles gliedweise, so
hat die entstehende Polenzreihe denselben Konvergenzradius und stelll auch die Funk-

tion f'(x) dar.



4.9. DIE TAYLORFORMEL UND DIE TAYLORENTWICKLUNG 83

Dieser Satz gibt die Moglichkeit, auf einfache Weise Taylorreihen herzuleiten.
Beispiel 4.12:

1 1,
= = k k_l'
T T =5k
2 (=D i
In(1 = T
n( + x) 1;::0 F 1 T
Satz 4.21 Fs gill fir || <1 und a € R:
(14 2)* = ioj (2) z* (s0g. Binomialreihe), (4.46)
k=0

wobet (Z) der verallgemeinerte Binomialkoeffizient

@ _ a(a—l)--];:!(a—k%—l)

15L.

Beweis : Betrachte die Potenzreihe g(z) = io: (i)ﬂ” Diese hat Konvergenzradius
R =1, denn

o lim (a(a—l)---(a—n—l—l) (k+1)! _k>>:1

n—00 n! ala—1)-(«a

Dann darf gemaB Satz 4.20 die Funktion g(z) im Intervall (—1,1) gliedweise differen-

(o)
ziert werden, und es gilt ¢'(z) = 3 k((]j)xk_l. Damit erhilt man
k=1

(14 2)d(z) = kglk(;‘:):ck_l + k§1k(i)xk = i (k + 1)(k_|a_1):ck + k§1k(i)$k = a+

k=0

= ala=1)-(a=k ala—1)--(a—k X ala—1)-(a—k a—k+k
kgxk((k-l-l) ( k!1(36+(1) ) 4 felo=l) kg +1)> :a+k§1$k (a=1)- k!+1)( +k) = ag(z)
also (142)¢'(z) = ag(z). Beniitzt man diese Beziehung, um die Funktion h(z) = %
zu differenzieren, so erhilt man A'(z) = gl(x)(Hr)(al;i()?f(Hr)a_] = 0. Nach Satz 4.12 ist
h(z) konstant. Wegen h(0) = 1 mufl h(z) = 1 sein, also g(z) = (1 4 ) gelten.

O
Man kann die Taylorentwicklung einer Funktion dazu beniitzen, um Grenzwerte aus-
zurechnen. Denn ist f(z) = Y apz® und g(z) = 3 brz®, wobei ag = ... = @,y =

k=0 k=0

0,a, #0und by = ... =b,_1 = 0,b, # 0 ist, so gilt fiir den Grenzwert lim,_,q %:

1. lim,_o % =0 falls m > n.
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2. lim,_ ;l(f)l = 3= falls m = n.

f(=)

3. lim,_ o = +oo falls m < n.

3 2
. . . i . -5+ . r(l1-%
Beispiel 4.13: lim,_o *£ = lim,_o —2—— = lim,_0 2% _ 1.




Kapitel 5

Integralrechnung

5.1 Definition des bestimmten Integrals

Gegeben sei die stetige reelle Funktion f : [a,b] — R. Sei zunachst f > 0. Gesucht
ist der Flacheninhalt der Flache zwischen dem Graph der Funktion f und der x-Achse
tiber dem Intervall [a, b]. Dabei ist der Begriff des Flacheninhaltes anschaulich gegeben;
um 1hn mathematisch zu definieren, gehen wir folgendermaflen vor. Fiir Rechtecke sei
der Flacheninhalt durch das Produkt ihrer Seitenlangen gegeben. Wir unterteilen das
Intervall [a, b] durch Wahl von Punkten zq, ...z, mit

a=20< T <T9< ... <Tp1<Tp=2>0

und betrachten auf jedem Teilintervall [z,_y, 2] (fir [ = 1,...n) die beiden Zahlen m; =
Milgele,_, o f(z) und M; = MaXeelr_;,z] f(z). Dann gilt my(z;—x;—1) < Mi(z;—x1-1).
In dieser Ungleichung steht rechts die Fléache des kleinsten achsenparallelen Rechtecks
tiber [#;_1, 2], das die Flache unter dem Graphen von y = f(z) enthélt, und links die
des grofiten achsenparallelen Rechtecks {iber [z;_1, z], das in dieser Fliche enthalten
ist. Offenbar gilt also

WE

mk(xk—xk_l) S kﬁjl Mk(l'k_l'k—l)- (51)

k=1

Die linksstehende Summe heiBt Riemannsche Untersumme (wir bezeichnen sie mit
s(xo,...,x,)), die rechtsstehende Summe Riemannsche Obersumme (wir bezeichnen
sie mit S(zg,...,x,)). Unterteilt man jedes der Intervalle [z;_1, x| weiter, so erhalt
man eine feinere Zerlegung des Intervalls [a,b] mit mehr Teilungspunkten. Auch zu
dieser Zerlegung kann man die Riemannschen Ober- und Untersummen bilden. Da-
bei ist die zur feineren Zerlegung gehorige Untersumme offensichtlich nicht kleiner als
s(zo,...,x,), die zugehorige Obersumme nicht grofer als S(wo,...,2,). Setzt man
diesen Zerlegungsprozess immer weiter fort, so erhalt man eine monoton nichtfallen-
de Folge aus Riemannschen Untersummen und eine monoton nichtwachsende Folge

89
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aus Riemannschen Obersummen. Diese der Untersummen sind durch eine Riemann-
sche Obersumme S(zq, ..., z,) nach oben beschrankt, wahrend diese Obersummen alle
durch eine Riemannsche Untersumme s(zo, . .., z,) nach unten beschrankt sind. Strebt
bei diesem Zerlegungsprozess die Lange aller Teilintervalle gegen Null, so konvergieren
diese beiden Folgen gegen denselben Grenzwert. Dieser ist nun auch unabhingig von
der Wahl der Zerlegungsfolge und wird mit

/: f(z)dz

bezeichnet. Er heifit das bestimmle Integral der Funktion f {iber dem Intervall [a, b].
Dabei heiflen a (bzw. b) die untere (bzw. obere) Grenze, f der Integrand, [a,b] das Inte-
grationsintervall und x die Integrationsvariable. Um zu zeigen, daB beide Folgen gegen
denselben Grenzwert konvergieren fithre man die folgende Uberlegung durch: Gegeben
sei ¢ > (. Dann gibt es wegen der gleichméaBigen Stetigkeit von f ein § > 0, so daf}
|f(z) — f(2")] < e gilt, falls nur |z — 2’| < § ist. Wahlt man nun die Zerlegung so
fein, daB je zwei benachbarte Teilungspunkte kleineren Abstand als § haben, so gilt
| My, —my| < e. Demnach unterscheiden sich die in der Beziehung (5.1) links und rechts
stehenden Summen hochstens um (b —a). Man kann also den Abstand der Grenzwer-
te der Folgen aus Unter- bzw. Obersummen beliebig klein machen, diese Grenzwerte
miissen demnach gleich sein.

Den Begriff des Integrals verwendet man nun zur Definition des Flacheninhaltes. In
den Fillen, in denen der Fliacheninhaltes anschaulich gegeben ist, stimmt dieser In-
haltsbegriff mit dem anschaulichen Begriff des Flacheninhaltes iiberein.

Bemerkung 5.1 1. Ist unter den obigen Voraussetzungen & € [zp_i, k], K =
1,...,n, eine beliebige Zwischenstelle, so gilt fiir die Summe

> f(&) (e — 2po1)

k=1
stets s(zg,...,2,) < f: f&)(zy — zk-1) < S(zg,...,x,), bei unbeschrankter
k=1

Verfeinerung der Zerlegung strebt also auch diese Summe gegen den Wert des
bestimmten Integrals. Summen von dieser Gestalt heiflen auch Riemannsche Zwi-
schensummen.

2. Man definiert
/:f(;v)d;vz() , /baf(;c)d;cz—/:f(;v)d;v

3. Fiithrt man eine entsprechende Betrachtung fiir eine Funktion f mit negativen
Werten durch, so erhdlt man fiir die in der unteren Halbebene gelegene Fléche
zwischen x-Achse und dem Graphen von f einen negativen Wert. Wechselt f
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im Intervall [a,b] das Vorzeichen, so liefert das bestimmte Integral [ f(z)dx
die Differenz der (positiven) Inhalte der entsprechenden Flichen oberhalb und
unterhalb der x-Achse. Insbesondere gilt

[ tnde == [ fay s

Beispiel 5.1: Wir berechnen das Integral [° z da:
Wihle z, = a + (’_T“k,k =0,1,...n, dann gilt

n n bh— b—
s(xo, .. xp,) = k§1 my(Ty — Tpo1) = kz::1 (a+ - a(k - 1)) " ==
B (b—a)*n(n—1)
=a(b—a)+ n2 9 '

Fiir n = oo erhalten wir

(b—a)? _ b2 a?

2 2 2

ab —a’® +

Fiir die Riemannschen Obersummen ergibt sich nach obiger Beziehung auf Grund der

Stetigkeit des Integranden f(z) = z derselbe Grenzwert. Es gilt somit [° z dz = % -
Beispiel 5.2: Wir berechnen das Integral [°e” da:
Wihle wieder 2 = a + =%k, k= 0,1,...n, dann gilt

n

b—a b — da
ea+T(k_1)— =

1 n

n n
s(xoy .. xy) = kgl my(xy — Tp_1) = P

b—a

n

b—a
,b—al—e=?

n b—a
Z(eT)k_l =e -

— e(],

—

Fiir n = oo erhalten wir
1 —ebe
a ’ b

=e — e
-1
Fiir die Riemannschen Obersummen ergibt sich nach obiger Beziehung auf Grund der
Stetigkeit des Integranden f(z) = e” derselbe Grenzwert. Es gilt somit f; e’ dr =

eb — et

€

Ahnlich lieBen sich auch die Integrale fiir andere elementare Funktionen berechnen.
Praktisch berechnet man bestimmte Integrale jedoch mit Hilfe des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung (siehe Satz 5.2).

Sei f nun stetig in einem Intervall /. Dann gelten fiir Punkte a,b,c € I die Rechenre-
geln:
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1. Fiir a,b,c € 1! gilt stets
/‘ dx+/) dx—/nﬂ@dﬁ
2. Ist fir « € [a,b] stets ¢ < f(z) < O, so gilt
(b — a) </’ ¢)dr < C(b—a).

3. Falls a < b ist, gilt
[ 1wydel < [ 1) de

Satz 5.1 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Sei [ stetig im Intervall [a,b].
Dann gibt es eine Zahl € € [a,b] mit

b
[ Iy ds = [ - a)
Beweis : Bezeichnet man m = ming¢p, 5 f(2) und M = max,ep, 5 f(2), dann gilt
m(b— a) </ z)de < M(b—a)

Daher gibt es eine Zahl n € [m, M], so daB [’ f(z)dz = n(b— a) gilt. Nach dem Zwi-
schenwertsatz fiir stetige Funktionen (Satz 4.17) gibt es ein ¢ € [a,b] mit f(§) = 7.
Dieses ¢ hat die gewlinschte Figenschaft.

O
Ist die Funktion f: I = [a,b] = R auf dem Intervall I nicht stetig sondern nur stiick-
weise stetig mit Unstetigkeitspunkten z1,z9,... 2,0 a < 21 < 23 < ... <z, < b, s0

definiert man

/abf(x)dx:/a' d:v—l—/ z)dx + . —I—/ dz.

5.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung

Definition 5.1 Sei f : [a,b] — R eine stetige reelle Funktion. Fine differenzierbare
Funktion F : [a,b] = R heifit eine Stammfunktion von f, falls gill

F'(z) = f(x) fiir jedes x € [a, b]

Tst ¢ nicht zwischen a und b gelegen, so beniitzt man die Festlegung aus Bemerkung 5.1.



5.2. HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG 89

Bemerkung 5.2 Die Gesamtheit aller Stammfunktionen einer gewissen Funktion f
erhdlt man, indem zu einer Stammfunktion eine beliebige Konstante addiert. Denn
offenbar ist mit jeder Stammfunktion F' auch die Funktion Fi(z) = F(z) + ¢ eine
Stammfunktion, und umgekehrt ist fiir je zwei Stammfunktionen F, Fy stets (F(z) —

Fi(z)) = f(z) — f(z) = 0, nach Satz 4.12 also F/(z) — F;(z) konstant.

Satz 5.2 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) /st f : [a,b] — R
stetig, dann ist die Funktion F,(z) = [T f(t)dt in [a,b] differenzierbar (im Punkt a bzw.
b existieren die einseitigen Ableitungen) und es gilt

L[ 1wy = f2)

Die Funktion F,(z) ist also eine Stammfunktion von f(z). Man erhdll alle Stamm-
Junktionen von f durch die Formel F(z) = [ f(t)dl + ¢ wobei ¢ € R eine beliebige
Konstante ist, und fir jede solche Stammfunktion F(x) von f(x) gill

[ J@yde = F(b) ~ F(a) =2 F(a),

Beweis : Sei F,(z) = [ f(t)dt. Dann gilt nach dem Mittelwertsatz der Integralrech-
nung;:

L=t = L4 (1) di— [ F(1)dt) = } [ (1) di = f(€). wobei € mwischen @

3
und z + h liegt. Fiir A — 0 strebt wegen der Stetigkeit von f auch f(£) gegen f(z),

also existiert obiger Grenzwert und es gilt

F(2) = lim 2@ D) = Fal2) )

h—0 h

Die zweite Behauptung des Satzes ergibt sich unmittelbar aus Behauptung 5.2. Sei nun
F(z) eine beliebige Stammfunktion von f, dann ist F(z) = [7 f(t)dl+¢, also F(a) = ¢
und somit F(b) = 7 f(t)dt + ¢ = [0 f(t)dt + F(a).

O
Man kann bei der Definition der Stammfunktion auch stiickweise stetige Funktionen f
zulassen, dann ist F' aber auch nur stiickweise differenzierbar, genauer, die Stammfunk-
tion einer stiickweise stetigen Funktion hat moglicherweise ,Knicke “. Man bezeichnet
eine Stammfunktion mit [ f(z) dz (ohne Grenzen !) und nennt sie auch das unbestimm-
te Integral der Funktion f. Ist F/(z) eine spezielle Stammfunktion von f, so gilt also
stets [ f(z)dx = F(z)+ ¢ mit einer geeigneten Konstanten ¢ € R. Der Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung und die bekannten Formeln fiir die Ableitun-
gen elementarer Funktionen gestatten es, sofort die folgenden unbestimmten Integrale
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anzugeben:
. o gett .
Jatdr = 5 +c, dabeiseia € R,a# —1
r#0fira=-2,-3,...,
r€eR fira=0,1,2,...,

r>0firaeR\Z,
[ide = Injz|+c (x#£0),
[sinzder = —cosz+c (x€eR),
fcosxzdr = sinz+c¢ (JJER),

[ 5zde = tanz +c (x#@,kEZ),
[ =5 dx —cotz+c (v#km k€eEZL),

f 11_332 dr = Arcsinz +c¢= —Arccosz + d (|$| < 1),
S/ ﬁdw = Arctanz + ¢ = —Arccotz +d (z € R),
artanh z + ¢ (.L c [—1,1))
arcothz + ¢ (2 € (—oo,—=1)U(1,00)) ’
[e®dz = Le4+c¢ (a#0,z€R),
[sinhzdr = coshz+c¢ (z€R),
fcoshzdr = sinhz+c¢ (z€R),

[ fizde = Wz + VT2 +c=arsinhe +c (2 €R),

Arcoshz + ¢ (x> 1)
1 _ 7 _
[ m=dr = Injz £V 1|+c—{ Arcosh(—z) + ¢ (2 < —1) -

fﬁd:{: = %1n|1+—x|—|—c:

11—z

5.3 Integrationsregeln

Satz 5.3 Seien z.B. f,g,u,v stickweise stetige Funktionen. Dann gilt

1. Tinearitat des Integrals: Fir a,b € R st stets
[(af () +bg)) de = a [ f(e)de+b [ glr)do (5.2)
2. Partielle Integration: Es gill
[ @ete)de = u(wyo(z) = [ ule)'(z)da (5.3)
/: d(@)o(z)de = (u(z)o(e))]P — /abu(x)v'(:v)d:v (5.4)

Beweis : Diese Linearitat der Integration ergibt sich aus der Linearitdt der Diffe-
rentiation: (af(z) + bg(x)) = af'(z) + bg'(x). Die Formel fiir die partielle Integration
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erhdlt man aus der Produktregel: (u(i)u(.L))' = l,L,(.L)U(.L> + u(i)u'(m)
Einige Beispiele sollen die Anwendung dieser Regeln verdeutlichen.

Beispiel 5.3:

1. f(a0+a1w + aqx? —I—sin;L') dr = apgx + ”‘71:1;2 + %21'3 —cosx + ¢

2. [ze"dr =xe” — [e"dr =xe” — e+ ¢ = ex(;c— 1)—|—c, wobel man u(m) = 2 und

v'(x) = €” gesetzt hat.

3. [atcosadr = a’sine — 2 [wsinzdr = 2*sinz — 2(—zcosz + [cosxdr) =
?2sina + 2z cosx — 2sinx + ¢ wobel im ersten Schritt u(.L) = z?, U(.L) = COsS T

und beim zweiten Schritt u(z) = z,v(z) = sin z gesetzt wurde.

4. Mitunter erhalt man auch Rekursionsformeln fiir Integrale, indem man partiel-
le Integration anwendet. Zu berechnen sei z.B. J, = [cos” zdz. Mit u(z) =
cos" ' z,v(x) = cos z erhilt man J,, = cos"™! xsinz+(n—1) [ cos"* z sinzdr =
cos" P xsinz + (n—1) [cos"*zdr — (n —1) [ cos™ xdxr = cos

1)(Jpe2 — J,), also gilt

=l rsinx + (n —

1
J, = —(cos”_l zsinz + (n —1)J,_2)

n

Durch diese rekursive Vorschrift ist .J, einfach zu berechnen, wenn man beachtet,

daBl Jo =2 4+ ¢ und J; = sinz + ¢ gilt.
5. [Inazde=xzlnz— [zide =xInz — 2+ cmit u(z) =lnz,v(z) = 1.
Eine weitere wichtige Integrationsregel ist die Substitutionsregel .

Satz 5.4 (Substitutionsregel) Seien f eine stickweise stetige, ¢(x) eine bijektive,
stetige und differenzierbare Funklion und F eine Stammfunktion von f. Dann gilt mit

u=9(z)
[ 16@)é @) de = [ f(u)du= F(u)+ = F(g(x)) +c. (5.5)

Im Falle eines bestimmien Integrals missen auch die Grenzen transformiert werden:

b ¢
[ r@teng@yde = [ ) du. (56)

D.h. die Grenzen am Integral beziehen sich jeweils auf die Integrationsvariable.

Formal setzen wir in den links stehenden Integralen mit v = ¢(z):

Z—z = ¢'(x), also du = ¢'(x)dx.

Beispiel 5.4:
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L. [ flax 4+ B)dx = éff(u) du mit v = ax + 3.

In 2)2 .
2. fmed;vz N2 du = % mit v = Inz.

2z . . . .
3. [ dr = [ < du= fIn|u®—1|4+cmit u = ¢” (auch die Substitution u = ¢**

fithrt zum Ziel).

4. [V1 —a22dx = [ V1 —sin® ucosudu mit 2 = sinu. Dieses Integral wurde bereits

berechnet (in Beispiel 5.3): J; = [ cos® udu = %(cos usinu +u) + c.

5. f%f)ld:p = [Ldu=1Inlul+c=1Inl¢(z)| 4+ c mit u = ¢(x). Also ergibt sich z.B.
/tan:vd;v = —In|cosz| + ¢, /cotxd;v =In|sinz|+ ¢,

/tanhxd;c = Incosh z + ¢, /Coth;cdx = In|sinh z| + ¢

6. Wendet man die Additionstheoreme fir trigonometrische Funktionen an, so zeigt

man:
2 . m=n=20
fZ"cosmzcosnzdr =4 0 ,m#n (5.7)
T,m=n%#0
0,m=n=0
[T sinmasinnzdr =4 0,m#n (5.8)
T,m=n#0
[Z7sinma cosnx dz =0, n,m € Ny (5.9)

(sog. Orthogonalititsrelationen der trigonometrischen Funktionen).

Bemerkung 5.3 Ist f : [—a,a] — R eine ungerade Funktion, d.h. gilt f(z) =
—f(—=z), so ist

/a f(z)dz = 0.

—a

Ist hingegen f eine gerade Funktion d.h. gilt f(z) = f(—=x), so ist

/_aa flz)dz = 2/: f(z)da.

Bemerkung 5.4 Es gibt Stammfunktionen, welche sich nicht durch die uns bekannten
sogenannten elementaren Funktionen ausdriicken lassen. Zum Beispiel

2 i 1
[ [0 [ gcren
T 1 —E2sin’x
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5.4 Integration gebrochen rationaler Funktionen

Seien p und ¢ reelle Polynome vom Grade m bzw. n. Wir stellen uns die Aufgabe, das
Integral [ %(%)ld{l: zu berechnen.

Ist m > n, so schreibe man mittels Division von p durch ¢ (Satz 2.15):

ple) _ oy, @)
o) I )

wobei g ein Polynom vom Grad m—n und p; ein Polynom vom Grad < n ist. Die unecht

p(z)

gebrochen rationale Funktion o) wird also als Summe eines Polynoms und einer echt

gebrochen rationalen Funktion %xﬂ dargestellt. Wie das Polynom v zu integrieren ist, ist
bekannt. Wir kénnen uns also auf die Integration echt gebrochen rationaler Funktionen
(m < n) beschrianken. In diesem Fall fithrt man eine sog. Partialbruchzerlegung von

2(z) qyrch:
9(=)
1. Man bestimme alle Nullstellen des Polynoms ¢(z) und stelle ¢(z) dar in der Form

q(z) = c(z — $]>k1 R x,)k" . ($2 + bz + cl)ll S ($2 + b + cs)lé (5.10)

wobei die paarweise verschiedenen Zahlen z;,2 = 1,...r, die reellen Nullstellen
von ¢ sind. Die Faktoren z? + b;z 4 ¢; entsprechen den paarweise verschiedenen
konjugiert komplexen Paaren z;,%;,7 = 1,...,s, von Nullstellen von ¢ (siche Satz
2.13).
2. Man mache den Ansatz
xT r s
P0) _ % pe)+ 5 Qule) (5.11)
q ZL') u=1 v=1
mit
ku A(M)
P,(z) = — (5.12)
=1 (x —x,)
AW Al(cu)
= et —t— 1
x—xﬂ—l_ + (@ —z,)% (5.13)
Ly Bz'(y):v + C?f(y) 5.14
W) = B bt a) (5-14)
_ ny)x + C’l(y) — BZ(:):U + Cl(:) (5.15)
224 b4, (.162 + b, + cy)l" '
3. Man berechne die Konstanten AE“), B]( ) C'( ) fiir p=1,...,m1=1,...k,;;v=

1,...,s;5=1...,1, durch Multiplikatlon des Ansatzes 5 11 mlt q(z ) und Koef-
fizientenvergleich oder Einsetzen spezieller Werte fiir x.
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Beispiel 5.5: Als Beispiel betrachten wir die Partialbruchzerlegung der rationalen

. __ 4x°—142248z—26
Funktion f(x) = A _4z3422°— 122445

1. Im ersten Schritt schreibe man q(”c) = z* — 422 + 222 — 122 + 45 in der Form
q(z) = (x — 3)*(z* 4+ 2z + 5). Die doppelte Nullstelle z = 3 hat man ,erraten®.

2. Im zweiten Schritt setze man an

Az3 — 1422 + 8z — 26 Ay Aqy
= + +
(x —3)%(z2 + 22 + 5) r—3 (z—3)?
Bll' —|— 01
_— 1
2?24+ 22 +5 (5 6)

3. Im dritten Schritt multipliziert man die obige Gleichung mit ¢(z) und bestimmt
aus der entstehenden Gleichung die Koeffizienten:

47° — 142% + 8z — 26 =

= Ai(z — 3)($2 + 2z 4+ 5) + AQ(x2 +2245)+ (Biz+ Ch)(z — 3)2 (5.17)
Durch Einsetzen von # = 3 erhilt man 4-27 —14-94+8-3 —26 = A3(9+6 +5)
also

Durch Einsetzen von x = —1 + 2j erhdlt man 4(11 —2j) — 14(—3 —45) + 8(—1+
25)—26 = (By(—1425)+C1)(—4+25)? = 524645 = (20+405) B, +(12—165)C,.

Vergleicht man Real- und Imaginérteil, so erhdlt man:

5B, +3C, = 13 By =2
531—201=8} - {OI=1 (5.19)

Multipliziert man die rechte Seite von (5.17) aus, wobei nur die héchste Potenz
von z beriicksichtigt wird, so ergibt sich 423 4 ... = (A1 + Bl)x3 + .... Durch
Koeflizientenvergleich fiir 3 erhilt man also:

Insgesamt erhalt man die Partialbruchzerlegung

Ax3 — 1422 + 8z — 26 _ 2 1 + 2z + 1
2t — 4zt 42?2 — 120 +45 -3 (2—-3)2  22422+5

(5.21)

Hat man die rationale Funktion % in Partialbriiche zelegt, so mufl man nur noch die

rechts auftretenden Summanden integrieren. Mit Hilfe der Stammfunktionen elementa-
rer Funktionen und der Substitutionsregel wird ihre Integration wie folgt durchgefiithrt
(d ist die Integrationskonstante):
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1. [—L—dz =In|z — z¢| +d,

r—To

2. f (ﬂc—i‘o)k de = _k1+1 (x = wo)™"*" +d fiir k > 2,

1 by — 2 o 2x4b
3. [ P dr = \/mAlctdn T +d,

4. [ xff;;ﬂic dr = gln(.r? +bx+c¢) + %Arctan \/2% +d.
In 3. und 4. wurde 4¢ — b* > 0 vorausgesetzt. Den Fall 4¢ — b? < 0 kann man

leicht auf 1. oder 2. zuriickfiithren.

5. Integrale vom Typ [ m dx berechnet man rekursiv mittels

1 J 2¢ + b N
/(x2+bw+c)k U7 k= D)(de — b2)(22 + bz + c)F!

2(2k — 3) 1 )
(k — 1)(4c — b2) / @ tbet o

6. Integrale vom Typ [ % dz fithrt man auf Integrale des vorigen Typs zuriick,

um diese dann rekursiv zu ldsen.

/ Bz +C J B N
— = _dr=-
(22 + bz + ¢)* 2(k — 1)(2? 4 bz + ¢)k-!
Bb 1
C - — /—d
+ 2) (2% + bz + ¢)* ’

Damit kann man jede rationale Funktion integrieren.

Beispiel 5.6:

1. Wir berechnen das Integral [ % dz:

T34 142? —2—9 -7 6 3 7
dr = — — dr =
/ - 1)pa—2 /(;v—1+(;v—1)2 = 1) x—Q) v

6 3
:—71n|$—1|—$_1+2(x_1)2—7]n|$—2|—|—d,

2. [Pt do = Sln |v — 2| + §Arctan s + 525y + d, denn

5$4+x3+10x2—2x+1_ H + 1 n 2¢ + 1
(224 1)}z —2) Crx—2 2241 (224 1)2
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Einige Klassen von Integralen lassen sich auf Integrale gebrochen rationaler Funktionen
zuriickfithren. Seien dazu im folgenden R(s) und R(s,t) in s bzw. s und ¢ gebrochen
rationale Funktionen.

1. [ R(e*)dz. Hier setzt man t = €¢**,dl = ae®” dz und erhalt
1
[ Re=yde = [ R d (5.22)

2. fR(I,kw)div,a(s—’Yﬁ?éO 2rtB o ) Setge { = H22EE = 5 = =B gy

kjf-l-(s Y yr4d ~yr+6 a—~ytk?
L dt =
Stk — k(ad — By)tk!
/R v, 2210 d,z::/R B ) Elad =B ) 50
yr+9 a — ik (o0 — ytk)?
3. [R(sinz,cosz)dz. Setze t = tan = sinz = 1_|2_7;2,c0sx = };—g,d:v = 1ft2 dt =
) 20 1 —1t* 2

/R(Smm,cosm)dm:/R(1+t2,1+t2)1+t2dt (5.24)

4. [ R(z,v2? + 1)dz, [ R(z,v2* —1)dz, [ R(z,v/1 — 2?)dz. Man setze x = sinht
bzw. x = cosh t, x = sint. Dann erhilt man eine rationale Funktion des in 1. oder
3. betrachteten Typs.

Beispiel 5.7: Als Beispiel berechnen wir das Integral I = “{;\/—V;ﬂ dz. Setzt man hier

t =+/x+1, dann ist dt = 2\/% dr und man erhalt

2t dt

7 /.7:—\/.7:—{—16[ 12 —t—1
= 71‘: _—
1+ +1 14+

Dieses Integral berechnet man mittels Partialbruchzerlegung und erhélt

1 3
[:/t2—2t l——Vdt=2(— —t>4+t—1Inll +1t]) =
(1 =241 — ) di =25 — 24 ¢ =T [l 41])

wlw

:2(@—@—%1)%—\/&'%— —In|1+ve+1|)+d
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5.5 Uneigentliche Integrale

Ein uneigentliches Integral ist ein Integral ff f(z)dz, wobei der Integrand f auf dem
Integrationsintervall nicht beschrankt oder das Integrationsintervall unendlich ist (a =
—o0 oder b = 00). Dabei kann natiirlich auch beides (Integrand und Integrationsinter-
vall unbeschrankt) auftreten.

Unbeschrankter Integrand:

Definition 5.2 Sei a < ¢ < b, f(z) — +oo fir x — ¢ (eventuell nur einseilige
Grenzwerte) und f sei z.B. im Falle a < ¢ < b auf [a,c — 1] und [c+ &4,b] fir alle
hinreichend kleinen ¢1,e9 > 0 integrierbar. Dann heifit der Grenzwert

c—eq b
q,gr—r}w( ) flz)dx + - f(z)dx) (5.25)
das uneigentliche Integral von f iber dem Intervall [a,b] und wird ebenfalls mit fab flz)dx
bezeichnetl. Fxistiert der Grenzwert (5.25), so heifit das Inlegral konvergent, anderen-
falls divergent. Ist ¢ einer der beiden Randpunkte des Integrationsintervalls, so entfdllt

ein Integral in (5.25).

Eine Stelle ¢ mit der Eigenschaft aus Definition 5.2 heifit auch eine Singularitit der
Funktion f.

Achtung: Aus der Schreibweise [° f(z)dx ist nicht ersichtlich, ob f Singularitéiten in
[a, b] hat.

Beispiel 5.8: Wir betrachten das Integral fj L dz, das fiir @ > 0 uneigentlich ist.
Dann gilt fiir o # 1 :

I x%dx = lime_0 fgl x% dz = limg_yg ﬁxa%lui = ﬁlimg_m(gal—_l — 1) also
11 oo o, a>1,
Es bleibt der Fall & = 1 zu betrachten. Hier gilt
1] 1
/ —dr =lim | —dz =limln|z||! = —limIn|e| =
0o e=0Je =0 e—0

Das uneigentliche Integral f — dz ist also fiir @ > 1 divergent und fiir < 1 konver-
gent. /

Ein Kriterium fir die Existenz eines uneigentlichen Integrals mit unbeschranktem In-
tegrand enthélt der folgende

Satz 5.5 FEs sei die Funktion f:[c,b] — R auf (¢, b] stetig, und lim,_,.; |f(z)| = oo.
Gilt |
— fir ein o <1 und K >0, (5.27)

@I <K
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dann ist das uneigentliche Integral fcb f(z)dz konvergent;
gilt hingegen

1
— fiir ein o > 1 und K > 0, (5.28)

(c—0)

so ist das uneigentliche Integral fcb f(z)dz divergent.

[f(2)] = K

Beweis : Die beiden Integrale fcb+6 | f(z)|dz und fcb_l_ﬁ(f(;v) + |f(z)]) dz sind als Funk-
tionen von ¢ fiir ¢ > 0 monoton fallend, da der Integrand nichtnegativ ist. Mit der
Voraussetzung (5.27) erhalt man

[ e < [ e = K (= o)y, < K
- - =K T —c 24
cte * = cte (.I—C)a v 1l —« ote = 1

(b—rc)'™".

—

Wegen fcb+6(f(:v) +[f(2)])dz <2 fcb+6 | f(z)| dz sind also beide Integrale (fiir jedes ¢ mit

der gleichen Schranke) beschrankt. Daher existieren die Grenzwerte von fcb+€ |f(z)|dz

und fcb+e(|f(x) |+ f(z)) dz fiir ¢ — 04, und mit ihnen auch der Grenzwert limg_, fcb_l_E f(z)
als Differenz obiger Grenzwerte, was die erste Aussage beweist.

Zum Beweis der zweiten Aussage beachte man, daB f(z) wegen der Stetigkeit auf

(¢,b] und (5.28) in einer Umgebung von ¢ nicht das Vorzeichen wechseln kann. Somit

kann man also [’ f(z)dz im Fall f(z) > 0 nach unten durch das Integral [ ﬁ dz

abschitzen, welches nach Voraussetzung divergiert. Im Fall f(z) < 0 kann man f(z)

nach oben durch — f ﬁd:p abschétzen, dieses Integral divergiert ebenfalls. Somit

muB auch das Integral [* f(z)dz divergieren.
O

Unbeschrianktes Integrationsintervall:

Definition 5.3 Sei [ integrierbar auf jedem Intervall Form [a,c], a < ¢ < co. Dann

definiert man
C

/:O f(z)dz :== lim [ f(z)dz.

cC— 00 a

Analog wie in Definition 5.2 heifit ein solches Integral konvergent bzw. divergent, je
nachdem, ob der rechts stehende Grenzwert exvistiert oder nicht existiert. Fs heifit ab-
solut konvergent, wenn lim.,, [, |f(z)|dz existiert.

Ein absolut konvergentes uneigentliches Integral ist konvergent; die Umkehrung gilt i.a.
nicht.

Man beachte, dafl der Begriff des uneigentlichen Integrals im Sinne von Definition 5.2
und Definition 5.3 eine echte Erweiterung des Riemannschen Integralbegriffes ist.

Beispiel 5.9:
L [ Lde = lim oo (In f2][3) = oo,

2. [7 xdeT = ]imc_mo(_%m — i,
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o 1 1 1 1 2 —
3. [ mr dr =1ime 00 [20) 757 do = limg, 00 Arctan ]2 = 7,

oo 1 : c 1 : 1 1 e
4, fl x—adLC = hmc_mo Il x—ad,x = hmc_mo Era——lh

1
T e B R
C 1_ .
@ o o, a<l

Ein Kriterium fiir die Existenz eines uneigentliche Integrals [ f(z) dz gibt der folgende

Satz 5.6 Sei f:[a,00) = R integrierbar auf [a,c| fir alle ¢ mit a < ¢ < o0, a > 0.
Gilt |f(z)] < K= mit o > 1, K >0, so ist das Integral [,° f(x)dzx absolut konvergent.
Gilt jedoch | f(z)] > K- mit a > 1, K > 0, so ist obiges Inlegral divergent.

o

Der Beweis dieses Satzes verlauft analog zu dem von Satz 5.5.
Die Sétze 5.5 bzw. 5.6 sind von Interesse, da sie auch auf Integrale anwendbar sind,
die sich nicht einfach berechnen lassen.

Beispiel 5.10:
L[ 802 dy existiert, da [8252] < L.

2. [ %dm Dieses Integral ist uneigentlich bei oo, bei 0 definiert man den In-
tegranden durch lim,_.q Sizx = 1. Dann kann man das Integral z.B. zerlegen:
JooEnt dy = N 02y 4+ [0 $R2 dgz. Da S22 fiir z — 0 beschrénkt ist, existiert
der erste Summand. Beim zweiten Summanden integriert man einmal partiell und
erhalt: [ % dr = =222 — [° <57 dx. Auf dieses Integral kann man nun den

letzten Satz anwenden, und erkennt, dafl auch der zweite Summand und somit
2

das Integral [;° *2% dz existieren

3. Die Gammafunktion T'(z) ist fir © € (0,00) durch das uneigentliche Integral
I'(z) = [y° e 't"~! dx definiert. Dieses Integral ist bei 0 und oo uneigentlich. Fiir
0 <z <1 gilt:
le7'*=1| < 7' und da 1 — z < 1 ist, konvergiert das Integral f; e~'#*~' dz nach
Satz 5.5. Nun gilt aber auch e~""='4? — 0 fiir ¢ — oo, also ist e~ < %2 fiir
hinreichend grofies ¢{. Nach Satz 5.6 konvergiert also das Integral [ e~""~!dz.
Damit ist aber auch [;° e~"t*~" dz als Summe zweier konvergenter Integrale kon-
vergent.

Bemerkung 5.5 Sei a < ¢ < b. Falls f bei ¢ unbeschrankt und in [a,b] \ {c} stetig
ist, so betrachtet man neben dem uneigentlichen Integral

/abf(x)d:c — lim (/:_El f(l-)dx+/;2 f(z) dz) (5.29)

€1,62—0

“Spiter (Mathematik 3) wird gezeigt, daB fooo sng gy = I gilt.
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auch den sogenannten Cauchyschen Hauptwert des Integrals, namlich

b c—e b

CH/ f(z)dz == lim (/ flz)da +/ f(z)dz)
a e=0+ " Jg cte

Dabei hat man also in der Formel (5.29) &1 = e3(= ¢) gesetzt, d.h., die Anndherung

an die Singularitat ¢ erfolgt von links und rechts ,gleich schnell®.

Falls das uneigentliche Tntegral [” f(z) dz existiert, so existiert offensichtlich auch
der Cauchysche Hauptwert. Die Umkehrung gilt i.a. nicht, wie das folgende Beispiel
zeigt.

Beispiel 5.11: Wir betrachten das Integral [, % dz. Offenbar ist dieses Integral diver-
gent, da die Integrale [, L dz, 1o, L dx nach Beispiel 5.5 nicht existieren. Betrachtet man
jedoch den Cauchyschen Hauptwert, so gilt: CH [, Ldr = hmgqo(f__f < dr+ [} Ldr) =
limeoo(lne =2 +1Inl —Ing) = —In2. ’ ’ ’

Der Cauchysche Hauptwert ist also eine echte Erweiterung des Begriffs des uneigentli-
chen Integrals.

Bemerkung 5.6 Den Cauchyschen Hauptwert des Integrals [ f(z)dz erklart man
in analoger Weise durch

c

CH/_O:O f(z)dx := lim flz)dx

cC— 00 —c

5.6 Integration durch Potenzreihenentwicklung

Es wurde bereits bemerkt, daf sich Integrale iiber elementare Funktionen nicht notwen-
dig durch die (bekannten) elementaren Funktionen ausdriicken lassen. Einige wichtige
Beispiele sind (sog. nichtelementare Funktionen?®):

Das Gaufische Fehlerintegral [7 e~ dt,

der Integralsinus [y Si?t dt,

das elliptische Integral fo(b —L—dr (0<k<1),

1-k2?sin® z
die Fresnelschen Integrale [ cos® z dz, [y cos® x du.

Mitunter werden Potenzreihenentwicklungen der Integranden beniitzt, um solche Inte-
grale naherungsweise zu berechnen.

3C.F.GauBl 1777-1855, A.J.Fresnel 1788-1827
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Satz 5.7 * Die Polenzreihe f(z) = %O: apx® habe den Konvergenzradius R > 0. Dann
k=0
gilt fiir [a,b] C (=R, R):

o0 a .
o= 5 S - k),

/ab flz)dz = /(kijoakxk) dr = (2_:

Das heifit, Potenzreihen diirfen im Inneren ihres Konvergenzkreises gliedweise integriert
werden.

Dieser Satz ist ein Spezialfall des folgenden allgemeineren Satzes:
Satz 5.8 Konvergiert die Reihe %Q: Ju(z) stetiger Funktionen fr auf dem Intervall 1
k=0

gleichmdfSig gegen die Funktion f(x) = io: Ju(z), so ist [ stetig auf I und fir a,b € I

k=0
gilt ' '
[ rwa= (5 p)d= 5 ([ .
a a k=0 k=0 Ja
Beispiel 5.12:
r P T oo kt2k‘ 00 r thk 00 L ,UQk‘-l-l
0] :/ - dt:/ —1)f—dt = —1)f—dt = 1)
(@) 0 ‘ 0 kzzjo( ) k! kZ::o 0 (=1) k! k,zzjo( ) El(2k+1)
K(h,$) /(b L /¢ > (—%) (hsin® 1) di
,P) = —_—dl = sin =
0 V1 —h?sin?t 0 k=0 \ k

1

=N R P P
_k§o((k2>h /0 sin“" ¢ dt)

—1N 1035 (2k— 1)
(k>_(_1) 2-4---(2k)

wobei

ist. Man erhilt also

1 $ 3 ¢
t:¢+§h2/ sithdt—|—§h4/ sinttdt+ ...
0

0

¢ 1
K(h) = [~y d
5.7 Naherungsweise Integration

Zu berechnen sei ein Integral I = f: f(z) dz iiber eine Funktion f, von der man Wer-
te an gewissen Stellen ,leicht® berechnen kann. Dann kann man [ = ff f(z)dx auf
verschiedene Arten naherungsweise berechnen. Wir wollen hier einige Methoden vor-
stellen.

4vgl. Satz 3.19 baw. Satz 4.20.
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b—a

. Man zerlegt das Integrationsintervall in n gleiche Teile der Lénge h, = =%

(giinstig ist, n = 2% zu wihlen) und ersetzt die Kurve y = f(z) durch den
Sehnenzug durch die Punkte (z;, f(z;)) wobei #; = a + - =21 = 0,...n ist.

Berechnet man nun den Inhalt der Flache unter dem so entstandenen Polygon,

so erhélt man die Sehnenformel
f(a)

[m]’:L:hn(T+f(x1)+--.+f($n—l)+—) (5.30)

Man zerlegt wie oben das Integrationsintervall in eine gerade Anzahl von Teilin-
tervallen, und ersetzt die Kurve y = f(z) durch den Streckenzug, gebildet aus den
Tangenten an die Kurven y = f(z) in den Punkten (z;, f(2)) firl =1,...,n—1.
Damit erhilt man die sogenannte Tangentenformel

[ I = 2h(f(21) + ... + flzn)) (5.31)

Man kann zeigen, daB die folgenden N&herungswerte fiir I besser sind als die der
Tangentenformel (Simpsonsche Regel):

1420

I=~1, =
3

(5.32)

Setzt man in der Simpsonschen Regel n = 2, so erhélt man die Keplersche Faf-
regel
_ b—a a-+b

T l= 221 (0) + 0) +47(0) (5.33)

Diese Regel liefert fiir eine Parabel zweiten Grades den genauen Wert des Inte-

grals.

5.8 Die Bogenlinge einer Kurve

Eine Kurve in der Ebene kann man auf verschiedene Arten darstellen.

1. Explizite Darstellung: Die Kurve wird gegeben als Graph einer Funktion y = f(z).

Der Nachteil einer solchen Darstellung ist, dafl jedem Wert von = nur ein Wert von
y entsprechen kann, deshalb konnen z.B. Kreise oder nach rechts offene Parabeln
nicht durch eine einzige Gleichung dargestellt werden.

. Implizite Darstellung: Die Kurve wird durch eine Funktion F(z,y) gegeben als die

Menge aller Punkte (z,y), fiir die die Gleichung F'(z,y) = 0 (oder F(z,y) =const.)
erfiillt ist.



5.8. DIE BOGENLANGE EINER KURVE 103

3. Parameterdarstellung: Die Kurve ist durch zwei Funktionen z : [a,b] — R und
y : [a,b] — R gegeben als Menge aller Punkte (z(¢),y(t)), wobei der Parameter
t das Intervall [a,b] C R durchlauft:

{(z(1),y())[t € [a, 0]}

Auf einer so gegebenen Kurve ist durch die Festlegung
»(2(t1),y(t1)) kommt vor (z(t2),y(t2)), wenn ¢y < 5 ist “.

eine Orientierung erklart. Man kann eine Kurve in expliziter Darstellung stets als
Kurve in Parameterdarstellung auffassen, indem man z(¢) = ¢ und y(t) = f(¢)
setzt.

Beispiel 5.13: Der Kreis mit Mittelpunkt (0,0) und Radius r hat die Parameterdar-
stellung (1) = rcost,y(t) = rsint fir ¢ € [0,27]. Eine implizite Darstellung dieses
Kreises ist F'(z,y) = 2* 4+ y* —r? = 0.
Eine Ellipse mit Halbachsen a,b in erster Hauptlage hat die Parameterdarstellung
z(t) = acost, y(t) = bsint fir t € [0, 27].
Eine Parabel in erster Hauptlage hat die Parameterdarstellung z(¢) = ¢*,y({) = p- ¢
firt e R.
Eine Gerade hat die Parameterdarstellung z(t) = at + b,y(t) = ¢t + d fiir t € R und
a*+c*#0.
Ein weiteres Beispiel fiir eine Kurve in impliziter Darstellung ist das sogenannte karte-
sische Blatl, das durch die Gleichung 2® + y* — 3azy = 0 (fiir @ > 0 fest) gegeben ist.
Rollt eine Kreisscheibe mit dem Radius r auf der x-Achse, und ist ein Punkt der Kreis-
scheibe mit Abstand a zum Mittelpunkt festgelegt, so beschreibt dieser Punkt wéahrend
der Bewegung der Kreisscheibe eine sogenannte Zykloide. Diese hat die Parameterdar-
stellung

x(t) =rt —asint

y(t) =r —acost fiir t € R

LaBt man eine Kreisscheibe mit Radius r auf dem Rand eines Kreises mit dem Ra-
dius p auflen abrollen, so beschreibt ein Punkt der Kreisscheibe mit Abstand a vom
Mittelpunkt eine Kurve mit der Parameterdarstellung

z(t)=(p+r)cost — acos(pj:rt)

z(t)=(p+r)sint — asin(P;l:_Tt) firteR

Eine solche Kurve heiit FEpizykloide.

Rollt eine Kreisscheibe mit Radius £ am Rand eines Kreises mit Radius r innen ab,
so beschreibt ein Punkt am Rand des rollenden Kreises die sogenannte Astroide. Diese
Kurve hat die implizite Darstellung 2% +y? = r7 und ist in Parameterdarstellung
durch z(t) = r cos® ¢, y(t) = rsin® ¢ gegeben.
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Definition 5.4 Sei eine Kurve in Paramelerdarstellung durch die beiden Funktionen
z(t),y(t) firt € I gegeben. Diese Parameterdarstellung der Kurve heifft regular, wenn
z(t) und y(t) stetig differenzierbar sind und stets ©(t)* 4+ y(t)* # 0 gilt (2(t) bezeichnet
die Ableilung nach dem Parameter t).

Die Steigung der Tangente an eine so gegebene Kurve ist %, sofern #(t) # 0 ist, d.h.
die Tangente nicht paralell zur y-Achse verlauft.

Nun wollen wir die Lange eines Kurvenbogens betrachten.

Definition 5.5 Ist eine Kurve durch die requlire Parameterdarstellung (x(t),y(t)) fir
t € [a,b] gegeben, so ist die Lange (oder Bogenlange) der Kurve durch

L= /ab Vi) + ()2 di (5.34)

definiert. Den Ausdruck ds = \/2(1)% + y(t)%dl bezeichnet man auch als Bogendifferen-
tial der Kurve.

Diese Definition ist durch folgende Betrachtung motiviert.

Wir zerlegen das Intervall [a,b] in gleichlange Teilstiicke a = 1o < ¢ < ... < t, =
b, und ersetzen die Kurve (z(¢),y(¢)) durch den Polygonzug der Sehnen durch die
Punkte P, = («(tx),y(tx)),k = 0,...,n. Die Lange der Sehne durch die Punkte Pj,_;
und Py ist Asp = \/(ATk)2 + (Ayg)? mit Azy, = z(ty) — 2(tg—1) und Ay, = y(tx) —
y(tr—1) (k =1,...n). Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt nun Az =
(7)) (ty — tk—1) und Ay = g(og)(tr — tk—1) wobei 74,04 € [tr—1,1;] sind. Die Lange
des Polygonzuges ergibt sich also zu

L, = é \/J'U(Tk)2 + y(oR)*(te — te-1)

Wird nun die Zerlegung des Intervalls beliebig verfeinert, so kann man zeigen, dafl L,
gegen I = [71/#(t)? + y(1)2 dt strebt.

Bemerkung 5.7 Ist die Kurve speziell in expliziter Darstellung y = f(z) gegeben, so

gilt
L= /ab\/1 + fi(x)da, (5.35)
ds = /1 + f(z)?dx.

Ist eine Kurve in Polarkoordinaten, d.h. in der Form r = r(¢) (a < ¢ < 3, r(¢) >
0) gegeben, so ist z(¢) = r(¢)cos ¢, y(¢) = r(¢)sin ¢ eine Parameterdarstellung der

Kurve. Diese ist reguldr, wenn nur r(¢) # 0 ist. Dann erhilt man fiir die Bogenlénge

oder
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der Kurve wegen #(¢) = (rcos(¢)) = r(¢) cos ¢ — r(¢)sin ¢ und y(¢) = (rsin(¢)) =
r(¢) sin ¢ + r(¢p) cos ¢:

I = /j \/(T'(Qﬁ) cos ¢ — r(P)sin @)? + (#(¢) sin ¢ + r(¢p) cos $)? dp =

= [0+ (o) o, (5.36)

oder, fiir das Bogendifferential,
ds = \/1()? + r($)? do.

Man kann zeigen, daf§ die Bogenlédnge einer Kurve unabhangig von der gewahlten Pa-
rameterdarstellung ist. Kurven mit endlicher Bogenlédnge heiflen auch rektifizierbar.
Beispiel 5.14:

1. Wir wollen die Lange eines Zykloidenbogens berechnen. Die Parameterdarstellung
lautet (x(t),y(t)) = (r(t —sint),r(1 — cost)) (t € [0,27]) und damit ist z(¢) =
r(1 —cost),y(t) = rsint. Also gilt

2m 2m
L:r/ \/(1—cost)2—|—sin2tdt:r/ V2 —2costdl =
0 0

2m . t t?rr
27’/ sin —dt = 2r - 2cos =|;" = 8r
0 2 2

2. 7Zur Berechnung des Umfanges eines Kreises mit Radius r wéhle die Parameter-
darstellung (z(¢),y(¢)) = (rcos¢,rsing) (¢ € [0,27]), also r(¢) = r =const.

Damit erhalt man

2m
L= / rdt = 2nr
0

3. Die Archimedische® Spirale ist in Polarkoordinaten mit einem a > 0 durch die
Gleichung r(¢) = a¢, ¢ > 0 gegeben. Mit dieser Darstellung erhélt man fiir
die Bogenlinge bis zu dem Parameterwert ¢ = 27 : L = [07 /a4 a2¢? dp =

a OQW V1+ d?do = %[2#«/1 + (27)? +1In(27 4+ /1 4 (27)?)], wobei man das letzte

Integral mittels der Substitution ¢ = sinh u berechnet.

5.9 Einige weitere Anwendungen

Kriimmung einer ebenen Kurve:

5Archimedes 287 v.Chr.-212 v.Chr.
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Die Kurve (z(t),y(1)),t € [a,b] sei in der Umgebung eines Punktes ¢ = ¢, nicht gerad-

linig. Wir suchen jenen Kreis der diese Kurve ,am besten“ annahert, den sogenannten

Krimmungskreis. Bezeichne im folgenden mit ¢ den Winkel zwischen der z-Achse und

der Tangente an die Kurve und mit s die Bogenlage der Kurve. Betrachtet man den
A

Spezialfall eines Kreises vom Radius r, so ist I = A—f Analog dazu definieren wir als

Kriimmung £(to) der Kurve (z(t),y(t)) im Punkt ¢,

L o(to+ h) — o(to) _ q.ﬁ(to)
K(lo) = }1}_}115 s(to+h) —s(to)  s(to)’

wobei die Voraussetzung, die Kurve sei ,nicht geradlinig®, besagt, daf x(to) # 0 ist.
Weiters setzen wir noch voraus, dal x und y im Punkt ¢4 zweimal stetig differenzierbar
sind, und daB #(to)* + y(to)* # 0 gilt.

Nun wollen wir die Kriimmung mittels der Koordinatenfunktionen ausdriicken.

Satz 5.9 Sei (z(t),y(t)) die Parameterdarstellung einer ebenen Kurve. Es gelte an der
Stelle to: ©(to)* + y(to)* # 0, und x und y seien zweimal stetig differenzierbar. Dann
st e
Ty — Ty
k(lo) = — 0 (5.37)
(@(to)? 4+ §(10)?)?

Beweis : Fs gilt 5(1) = #(1o)? + §(l0)? , tan ¢(1) = U1 sing(1) = ——20___

| ® > #(t0)? +9(10)?
COS Qb(t) = A; Damlt erhalt manmn ¢2(7,‘) = xy—2ry also /i'(t) — Lyi
Hlo i) e (610 +1(10)) 3

O

Radius und Mittelpunkt des Kriitmmungskreis einer Kurve lassen sich auch aus den Ko-
ordinatenfunktionen berechnen:

Satz 5.10 Der Kriitmmungsradius p(t) berechnet sich zu
1
p(t) = ——
|5 ()]

die Koordinaten des Krimmungsmittelpunktes sind

() = 2(t) — — i (5.38)

K i (t0)? + §(to)?

= o(0) — g LI

L1 (1) _
K1) fi(to)? +5(ta)?
i (to)* + §(to)?

(5.39)

=y(t) + (1)
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Geometrisch interpretiert ist der Kriimmungsmittelpunkt die Grenzlage des Schnitt-
punktes zweier Normalen in benachbarten Kurvenpunkten, falls sich diese Kurvenpunk-
te beliebig nahern.

Bemerkung 5.8 Ist die Kurve als Graph einer Funktion y = f(z) gegeben, so gilt

f//(x>

Der geometrischen Ort aller Kriimmungsmittelpunkte einer Kurve ist wieder eine Kur-
ve, die sog. Fuvolute der Ausgangskurve. Die analytische Beschreibung der Evolute wird
durch die obigen Formeln fiir s und yas gegeben.

Als Beispiel betrachten wir die Parabel y = z*. Hier erhilt man fiir die Kriitmmung

k(z) = ﬁ. Die Evolute der Parabel ergibt als
3 2 1
ep(t) = =417 yp(t) = 317 + 7
Diese Kurve heiit Neilsche Parabel ©.

Bemerkung 5.9 Ist in einem Punkt der Kurve k > 0 (bzw. k < 0), so ist die Kurve in
einer Umgebung dieses Punktes konvex (bzw. konkav). Punkte in denen s ein lokales
Extremum hat, heiflen auch Scheitel der Kurve.

Volumen und Mantelfliche eines Rotationskérpers:

Gegeben sei die ebene Kurve y = f(z),a < z < b, in der z, y—Ebene. Sie rotiere um
die x-Achse. Um das Volumen des entstehenden Korpers zu berechnen, betrachte man
eine Scheibe der Dicke Az an der Stelle z. Diese hat ndherungsweise das Volumen
f(z)?7 - Az. Summiert man tiber alle Scheiben zwischen a und b und 148t anschlieBend
Ax — 0 streben, so erhalt man

V= W/abf($)2d$.

In analoger Weise berechnet man die Mantelfliche des Rotationskérpers: Die Mantel-
fliche einer Scheibe der Dicke Az ist angenahert 27 f(2)As(z), wobei s die Bogenlange

der Kurve bezeichnet. Daraus ergibt sich

M = 27r/abf(x) 1+ f/(x)*dz.

Beispiel 5.15: Der Kreisring ( Torus): Ein Kreis mit Radius a, dessen Mittelpunkt von

SWilliam Neil (1637-1670)
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der x-Achse den Abstand ¢ > a hat, rotiere um die x-Achse. Setzt man in die obigen
Formeln ein, so erhilt man:

V:w/a(q-l-\/aQ—$2)2dx—7r/a(q— a? — z2)’dx =
= 2n%a’q
und . .
M:27r/ (q—l-\/a2—$2)d5—27T/ (¢g—Va?—2z?)ds =
= 4raq

Die Sektorformel:

Satz 5.11 (Sektorformel) Sei (z(t),y(t)),a < ¢ < b, die Paramelerdarstellung ei-
ner ebenen Kurve, die von jedem vom Ursprung ausgehenden Strahl héchstens einmal
getroffen wird. Dann ist der Inhalt der Sektorfliche gegeben durch

F=—

2 /ab(r(f)y(f) —y(1)i(1)) di].

Beweis : Betrachtet man wieder einen kleinen Sektor, so erhélt man naherungsweise
AF = 1|z(t)Ay(t) — y(t)Az()|. Durch Summation und Grenziibergang ergibt sich die
obige Beziehung.

O

Bemerkung 5.10 Ist die Kurve in Polarkoordinaten z(t) = r(t) cost,y(t) = r(t)sint
gegeben, so erhélt man fir die Flache des Sektors

F—l/thdt
_2{17’() .

Beispiel 5.16: Als Beispiel betrachten wir die logarithmische Spirale r(¢) = €*?,0 <
¢ < Z. Dann erhilt man F =1 [? e dp = L(e*3 —1) == L(r(Z)* - 1).

4a 2



Kapitel 6

Lineare gewohnliche
Differentialgleichungen erster und
zweiter Ordnung

6.1 Einfiithrung

Unter einer gewdhnlichen (impliziten) Differentialgleichung versteht man eine Glei-
chung der Form

F(m,y,y',...,y(")) = 0. (6.1)

Losung der Differentialgleichung (6.1) ist jede (n-mal differenzierbare) Funktion y =
y(z) die der Gleichung (6.1) geniigt. Tritt dabei in (6.1) die n-te Ableitung wirklich
auf, so spricht man von einer Differentialgleichung n-ter Ordnung. Kann die Gleichung
(6.1) nach y" aufgelost werden, d.h. in die Form

y(n) - G(Ta Y, yla ey y(n—l))

gebracht werden, so heifit letztere Gleichung eine explizite Differentialgleichung. Die
Differentialgleichung (6.1) heiBt linear, wenn sie die Form

an(2)y ) (2) + ...+ ar(x)y'(x) + aolx)y(x) = b(x)

hat. Ist b = 0, so heif}it sie homogen, andernfalls inhomogen. Die allgemeine lineare
Differentialgleichung erster Ordnung hat demnach die Gestalt

a1(2)y'(z) + ao(z)y(w) = b(z), (6.2)
die allgemeine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung die Gestalt

as(2)y"(z) + a1 (2)y'(2) + ao(z)y(z) = b(x). (6.3)

109
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Im allgemeinen setzt man voraus, dafl die Koeffizienten der héchsten Ableitungen, also
ar in (6.2) und ay in (6.3) nirgends verschwinden. Dann kann in (6.2) und (6.3) der
Koeffizient von y’ bzw. y” gleich 1 gesetzt werden, und diese Differentialgleichungen
erhalten die Form

y'(z) + ao(w)y(z) = b(x), (6.4)

y"(x) + ai1(2)y'(z) + ao(z)y(z) = b(x). (6.5)

Die sogenannte allgemeine Losung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung enthalt
in der Regel n beliebig wahlbare Konstanten, die z.B. durch n Anfangsbedingungen,
d.h. vorgegebene Werte fiir y(z¢), y'(zo), ... ,y(”_l)(xo) festgelegt werden konnen (sog.
spezielle Losung oder partikulire Losung). Oft sind an Stelle von Anfangsbedingungen
(d.h. die vorgegebenen Werte beziehen sich samtlich auf einen Punkt z) auch Rand-
bedingungen gegeben, z.B. konnen fiir eine Differentialgleichung zweiter Ordnung die
Werte y(z¢) und y(z;) in den Randpunkten eines Intervalls [z, 2] vorgegeben sein.
Eine solche Randwertaufgabe ist nicht immer l6sbar, und enthélt oft einen Parameter,
der dann so zu bestimmen ist, daf} eine Losung existiert.

Die n Losungen yi,. .., y, der linearen homogenen Differentialgleichung n-ter Ord-
nung heiflen ein Fundamentalsystem, falls sich jede weitere Losung y dieser Differenti-
algleichung eindeutig in der Form y = ajy1 + ... + any, mit aq,...,a, € C darstellen
1aBt.

Die allgemeine Losung einer linearen Differentialgleichung ((6.2 oder (6.3)) ist die
Summe der allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung (b =
0 in (6.2) oder (6.3)) und einer speziellen Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung. Man 16st deshalb bei gegebener linearer Differentialgleichung i.a. zunichst die
homogene Differentialgleichung und bestimmt dann noch eine spezielle Losung der in-
homogenen Differentialgleichung. Wir bemerken, daB fiir die Losungen der homogenen
linearen Differentialgleichung das Superpositionsprinzip gilt, d.h. jede Linearkombina-
tion von Losungen ist auch eine Loésung.

Differentialgleichungen werden systematisch in Mathematik 2 betrachtet. Hier be-
schranken wir uns auf die Angabe einfacher Losungsverfahren fiir lineare Differential-
gleichungen erster und zweiter Ordnung, wobei im letzteren Fall sogar vorausgesetzt
wird, daB die Koeffizienten a; und a; konstant sind (d.h. nicht von z abhdngen).

6.2 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Die Losung der Differentialgleichung (6.4) erfolgt im allgemeinen in zwei Schritten.

a. Losung der zugeho6rigen homogenen linearen Differentialgleichung :

y'(z) + a(z)y(z) = 0. (6.6)
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Um die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung zu finden, schreiben wir sie in
der Form (y'(z) = j—i):
dy
Y

(sogenannte Trennung der Verdnderlichen) und integrieren beide Seiten (z.B. von einem
Punkt z¢ zu einem Punkt z des betrachteten Intervalles). Es ergibt sich

—a(z)dx

xr

Iny(e)| = Inly(eo)| = — [ a(¢) dg

Zo

oder, mit einem unbestimmten Integral geschrieben,

In|y| = —/a(g) d + C.

Setzt man C; = In|C], so folgt

21 = [ age) ae

oder,

y(x) = Ce @) (6.7)

Die Konstante C ist dabei (mit geeignetem Vorzeichen) beliebig wahlbar und wird i.a.
durch eine Anfangsbedingung

y(z0) = yo

bestimmt. Ersetzt man das unbestimmte Integral im Exponenten durch [ a(§)d¢€, so

o
ist fiir C' = yo durch

~ [ ae) ae
y(z) = yoe ™

die Losung der Anfangswertaufgabe
y'(w) +a(z)y(z) = 0, y(zo) = yo

gegeben.
Beispiel 6.1: Wir betrachten die Differentialgleichung y' — zy = 0:

ij—y:;vdx = In %|=§ = y=Ce7.
Wir bemerken das sich die Methode der Trennung der Verénderlichen, die wir fiir
die Losung der homogenen linearen Differentialgleichung (6.6) angewandt haben, all-

gemeiner fiir lineare Differentialgleichungen der Form
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mit gegebenen Funktionen f und ¢ anwenden 1at. Man schreibt dann

dy

a(y) flz)dz.

integriert auf der linken Seite beziiglich y und auf der rechten beziiglich z:

/ﬁdy:/f(:v)d:v.

Im allgemeinen erhdlt man dann die Losungsfunktion y(z) in impliziter Form.
Beispiel 6.2: Betrachte die Differentialgleichung y'(z) = % Man erhélt nach
obiger Methode

/ey+cosydy:/sin:vd:v,
also €Y —siny = cos x.

b. Lésung der inhomogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung;:

(@) + a(x)y(x) = ).

Mit der Losung (6.7) der zugehorigen homogenen Differentialgleichung (6.6) macht man
den folgenden Ansatz:

y(z) = C(m)e_f”‘(g)dg, (6.8)

d.h. man sucht die Losung in der Form, daf die Konstante in der allgemeinen Losung
der zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung noch von z
abhéngt (Methode der Variation der Konstanten). Mit dem Ansatz (6.8) berechnet
man

(@) = C'(a)e™ 0% 4 Clayem ] 0% (—a(a))
und setzt diesen in die Differentialgleichung (6.2) ein. Es ergibt sich

C'(w)em 205 + C(a)em SO (—a(a)) +

+C(x)a(z)e™ S O % = p(z),

also

C'(z) = b(z)e &),

Durch einfache Integration 148t sich hieraus i.a. C'(z) berechnen.
Beispiel 6.3: Wir betrachten die Differentialgleichung y’ — %y = 5z; gesucht ist die
Losung, die der Anfangsbedingung y(1) = 0 gentigt.

Losung der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung yj, — Ty, = 0:

= dz o In %[ =In|z| = y,=Ca.

Ansatz (Variation der Konstanten): y = C'(z)z, also y' = C'(z)z + C'(z). Einsetzen in
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die Differentialgleichung ergibt C'(z)z = bz, also C'(z) =5 = C(z) =5z + C).
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet also y = (52 + Cy)z. Um die
Anfangsbedingung zu erfiillen, wahlt man €y = 5. Wir erhalten somit die spezielle
Losung (mit y(1) =0) y = 5(z — 1)z.
Beispiel 6.4: Wir betrachten den Strom /(#) in einem Stromkreis mit Widerstand R
und Selbstinduktion L:

LI(t)+ RI(t) = U(t). (6.9)

Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung:

=
w
@]
~.
~—
S—
I
o)
~—
o~
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o
|
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o
|
il
o)
~—
o~
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o
|
o
. o~
=
=
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=
=
~—
S
Ne)
SN—
)]
=
oS,
o>
[l

1
o(t) = Z/ethU(t) di + e,

also

1(t) = (% [ F vyt e) e E
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6.3 Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Die zu 16sende Differentialgleichung zweiter Ordnung lautet
y"(2) + a1y’ (z) + aoy(x) = b(x). (6.10)

a. Lésung der zugehdérigen homogenen Differentialgleichung

y"(2) + ary’(z) + agy(x) = 0. (6.11)
Ansatz: y(z) = €, der (komplexe) Parameter X ist zu bestimmen. Es folgt y'(z) =
e y"(z) = A2 und Finsetzen in (6.11) ergibt
eA”‘"’(/\2 + a1 A+ ap) =0,
also
)\2-|-CL1)\-|-CL0:0.

Diese quadratische Gleichung (sog. charakteristische Gleichung ) hat zwei (i.a. komple-
xe Losungen) Ay, A;. Man unterscheidet folgende Fille:

1. A1 # Ay, beide reell: Ein Fundamentalsystem von Losungen bilden

Agr

yi(x) = M7, yp() = e
Die allgemeine Losung von (6.11) lautet

y(z) = CreM® + Coe®.

2. A\ = Ay reell: Ein Fundamentalsystem von Losungen bilden

Alw Alx

yiz) = €, yo(a) = we

Die allgemeine Losung von (6.11) lautet
y(z) = CreM” + Coze™”.

3. A2 = A1, A nicht reell, \; = ¢+ j7: Ein Fundamentalsystem von Lésungen bilden

or —jTe

axeij’ yQ(l‘) — " ’

yi(z) = e
oder auch die reellen Funktionen
y1(z) = €7 cos(Tx), ya(x) = € sin(7x).
Die allgemeine Losung von (6.11) lautet
y(z) = CLe™ ™ 4 Cpe™e™i7e,

oder

y(z) = C1e”" cos(rz) + Cre”" sin(Tz).
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b. Spezielle Lésung y, der inhomogenen Differentialgleichung;:

Um eine spezielle Losung y, (manchmal auch partikuldre Losung genannt) von (6.10)
zu finden, macht man einen von der rechten Seite abhéngigen Ansatz, und zwar (k €
N,a € R, p und P bezeichnen Polynome vom Grad k):

Rechte Seite b(z) : Ansatz fir partikulare Losung y, :
b(z) = p(z) yp(z) = P(z)
b(z) = sinax oder b(z) = cosax yp(z) = Cysinax + Cy cos ax
b(z) = sinh az oder b(z) = coshax yp(z) = Cy sinhazx + Cy cosh ax
b(x) = e’ yp(x) — (e
b(z) = p(z)e™ yp(x) = P(z)e™

b(z) = e sinax oder b(z) = e cosaxr  yy(v) = C1e" sinax + C2e"” cos ax

Falls dabei b(z) auch eine Losung der homogenen Differentialgleichung ist (sogenann-
ter Resonanzfall), wird die Ansatzfunktion mit z multipliziert. Falls b(z) eine Summe
solcher Funktionen ist, wird auch die Losung y, als entsprechende Summe angesetzt.
Beispiel 6.5: y" — 4y = 0: Ansatz y = ¢, eingesetzt in die Differentialgleichung
ergibt als charakteristische Gleichung

)\2—4:0:>)\172:j:2.

Fundamentalsystem: y; = 2%, y, = ™27,

xr

Allgemeine Losung: y = Che*” + Che™".
Beispiel 6.6: y"” + 4y = 0: Ansatz y = €', eingesetzt in die Differentialgleichung
ergibt als charakteristische Gleichung

)\2+4:0 = )\172 :j:z]
Fundamentalsystem: y; = %7, y, = e=%7, oder
Yy = cos 2k, Yo = sin 2.

Allgemeine Losung: y = C1e%® 4 Che™2%, oder

y = Cycos2x + Cysin 2.

Beispiel 6.7: Die Betrachtung eines gedampften schwingenden Systems fiihrt oft auf
Differentialgleichungen der Gestalt (keine Anregung von auBen)

T+ 20z + wg;v =0, (6.12)
oder (Anregung von auen durch f(t) beschrieben)

i+ 20t +wiz = f(1). (6.13)
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7.B. lautet die Differentialgleichung fiir die Stromstarke /(t) eines elektrischen Schwing-
kreises mit Widerstand R, Selbstinduktion . und Kapazitat C

. . 1
LI(t)+ RI(l) + Ef(t) = f(1). (6.14)
Als charakteristische Gleichung von (6.12) ergibt sich

/\2+2a/\+w§=0,

/\1’2 = —a* \/02 —w2.

Man unterscheidet die folgenden Fille:

also

1. o? — wg > 0 aperiodischer Fall (Dampfung stark);
z(t) = Crel=otV/e?=ed)t | Cge(_“‘M)t_

Die Losung hat hochstens einen Nulldurchgang und héchstens einen stationaren

Punkt (#(¢) = 0).
2. a® —w? = 0 aperiodischer Grenzfall:
z(t) = (Cy + Cyt)e ",
Die Losungen verhalten sich qualitativ wie im aperiodischen Fall.

3. a? —wg < 0 periodischer Fall (Dampfung schwach):

z(t) = e™™(C) coswit + Cysinwgt) = Ce™* cos(wit — §), mit w; = \Jwd — a2
Es treten gedampfte Schwingungen mit der Figenfrequenz w, als Lésungen auf.

Im Falle der inhomogenen Differentialgleichung (6.13) hat man zusatzlich zur allge-
meinen Losung der homogenen Differentialgleichung noch eine partikulare Losung von
(6.13) zu bestimmen. Wir betrachten den Fall der harmonischen Anregung f(t) =
Acoswt, w# 0 und es sei a # 0. Ansatz:

z,(t) = Cy coswt 4+ Cy sinwt.

Man erhélt:

A , S
;cp(t) = (Cos @ coswl + sin @sin wt) =

\/(wg — w?)? 4 4a2w?

A , L 201w
= cos(wl — ¢), mit ¢ = Arctan — .
Y B
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Die partikuldare Losung ist also eine Schwingung mit der gleichen Frequenz w wie die
Anregung und der Phasenverschiebung ¢. Das Verhéltnis der Amplituden von z,(?)
und f(t) ergibt den Verstirkungsfaktor

1
\/(wg —wi)+ da2w?

Er wird maximal fiir w = (/wi — 202 (falls o < %), die sog. Resonanzfrequenz der

Amplitudenverstiarkung. Ist & = 0 und f(¢) = Acoswyt, dann liegt der Resonanzfall
vor und man macht fiir die partikulare Losung der inhomogenen Differentialgleichung
(6.13) den Ansatz

z,(t) = t(Cy coswot + Cy sinwpt).

Diese Losung nimmt fiir [{| — oo beliebig groBe Werte an.
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Kapitel 7

Wahrscheinlichkeitsrechnung

7.1 Zufillige Versuche und zufillige Ereignisse

Unter einem zufdlligen Versuch versteht man einen Versuch, dessen Ausgang im Rah-
men gewisser Moglichkeiten unbestimmt ist und der sich zumindest gedanklich beliebig
oft wiederholen 1&8t.

Beispiel 7.1:

1. Das Werfen einer Miinze. Der Ausgang dieses Versuches ist entweder ,,Zahl“ oder
» Wappen®.

2. Das Werfen eines Wiirfels. Hier ist der Ausgang des Versuchs die oben erschei-
nende Augenzahl.

3. Das n-malige Wiirfeln. Hier ist der Ausgang ein n-Tupel (z4,...,2,),21,...,2, €

1,...6}.

4. Auswihlen einer Stichprobe aus einer Grundgesamtheit, z.B. Uberpriifen von
Werkstiicken auf Fehlerhaftigkeit. Ausgang des Versuches , Teil ist verwendbar®
oder ,, Teil ist Ausschuf}“.

5. Das Messen der Lange einer Strecke. Der gemessene Wert ist i.a. mit einem

Messfehler behaftet.

Unter einem zufdlligen Freignis versteht man ein Ergebnis eines zufélligen Versuches,
das dadurch charakterisiert ist, daf} es ,eintritt“oder ,nicht eintritt“. Ereignisse werden
oft mit groBen lateinischen Buchstaben bezeichnet.

Zu den obigen Beispielen sind Ereignisse z.B. gegeben durch

1. A: Das Wappen erscheint oben, B: Zahl erscheint oben.

119
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2. Ap: Die gewiirfelte Augenzahl ist k; B: Die gewiirfelte Augenzahl ist gerade.

3. Ajg: Die Anzahl der gewiirfelten Sechsen ist k; C),: Die Summe der gewiirfelten
Augenzahlen ist m.

4. Ajg: Die Anzahl der fehlerhaften Teile bei der Stichprobe ist k.
5. Az: Messwert liegt innerhalb des Intervalls [l — e, + &].

Als sicheres Ereignis (1) bezeichnet man das Ereignis, das immer eintritt, als unmdgli-
ches Ereignis (()) dasjenige, das nie eintritt.
Zwischen zwei Ereignissen A und B, die zu einem zufélligen Versuch gehoren, definiert
man die Inklusion C: A C B besagt, daf§ das Eintreten von A das Eintreten von B zur
Folge hat. Z.B. gilt in Beispiel 6.1,2 fiir die Ereignisse A: ,Die gewiirfelte Zahl ist 2¢
und B: ,Die gewiirfelte Zahl ist gerade“: A C B.

Es gilt fiir jedes Ereignis A C Q und () C A. Zwei Ereignisse A und B heiflen gleich,

falls das eine genau dann eintritt wenn das andere eintritt; man schreibt dann A = B.

7.2 Operationen zwischen zufilligen Ereignissen

Seien im Folgenden A und B zwei zufillige Ereignisse, die zu einem zufélligen Versuch
gehoren. Dann definiert man weitere Ereignisse:

1. AUB: Das FEreignis, das genau dann eintritt, wenn mindestens eines der Ereignisse

A oder B eintritt.
2. AN B: Das Ereignis, das genau dann eintritt, wenn sowohl A als auch B eintreten.

3. Analog zu den obigen beiden Definitionen betrachtet man auch ,,Vereinigungen*
und ,,Durchschnitte® von beliebig vielen Ereignissen.

4. A\ B: Das Freignis, das genau dann eintritt, wenn A eintritt und B nicht eintritt.
5. A: Das FEreignis, das genau dann eintritt, wenn A nicht eintritt.
Wie in der Mengenlehre gelten auch hier die folgenden Regeln:
1. ANB=BNA,,AUB = BUA,
2. ACB = BCA,

3. ANB=AUB,

4. AUB= AN B.

Definition 7.1 Fine Menge A von zufilligen Ereignissen heifit ein Ereignisfeld (oder
Ereignisalgebra), wenn sie die folgenden Figenschaften besitzt:
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1. Qe A

2. ABeA=ANnBe A AUBe A

3. Ac A= AcA

4o A Ay € A= Uien Ai € A Nien A € A

Man kann jedes Ereignisfeld als Menge von Teilmengen einer Menge ) auffassen. Dem-
nach vereinbaren wir fiir ein Ereignisfeld die Schreibweise (2, .4), wobei Q die Grund-
menge und A eine Menge von Teilmengen von Q ist, die den Bedingungen 1-4 von
Definition 7.1 geniigen.

Beispiel 7.2: Das Wiirfeln mit zwei verschiedenen Wiirfeln. Hier ist die Grundmenge
(die Menge aller moglichen Ausgénge des Versuchs) gleich

O = {(i,k)|1 <i,k<6}

Als Ereignisfeld kann man die Menge aller Teilmengen von € wahlen.

7.3 Relative Hiufigkeiten

Der klassische Wahrscheinlichkeitsbegriff geht von einem Ereignis A aus, das bei einem
zufilligen Versuch eintreten kann (oder nicht). Wird dieser Versuch n-mal wiederholt,
und tritt das Ereignis A dabei m-mal ein, so heifit

die relative Hiufigkeit (des Eintretens) von A. Die Zahl h,, zeigt fiir grofles n ein gewisses
Stabilitatsverhalten. Wiederholt man zum Beispiel den Versuch ,, Werfen einer Miinze“
sehr oft, dann werden die Ereignisse , Wappen liegt oben® und ,,Zahl liegt oben® etwa
sgleich oft“ auftreten. Z.B. ergaben sich ?:

Anzahl: n rel. Hauf. h,(A)

4040 0.5080
12000 0.5016
24000 0.5005

Man fithre einen solchen Versuch selbst aus, werfe z.B. eine Miinze 100-mal.
Die klassische Definition der Wahrscheinlichkeit orientiert sich nun an dieser Beobach-
tung.

'Dabei folgen die zweiten Bezichungen auf der rechten Seite in 2. und 4. aus den iibrigen
Forderungen.

2Georg Louis L.C. De Buffon (1707-1788) bzw. K.Pearson (1857-1936).
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Definition 7.2 Sei ein zufilliger Versuch mil endlich vielen mdglichen Ausgingen
gegeben, wobei jeder Ausgang gleichwahrscheinlich ist. Weiters sei A das Ereignisfeld
dieses Versuches. Dann definiert man die Wahrscheinlichkeit eines Freignisses A € A

als

P(A) = Anzahl der fiir A giinstigen Ausginge

Anzahl der méglichen Ausginge

Beispiel 7.3:

1. Das Wiirfeln mit einem Wirfel. Hier ist © = {1,2,...,6}. Bezeichne mit {1}
das Ereignis, ,1“ zu wiirfeln, mit {1,2} das Ereignis, ,1“ oder ,2“ zu wiirfeln

(entsprechend auch {1,2,4}). Dann gilt
2 1 3 1
PH{L,2})==-==- ; PH1,2,4}) ===
({ Y }) 6 3 ? ({ P }) 6 2

2. Seien in einem Behilter 150 Werkstiicke, darunter 21 defekte. Wir nehmen ein
Teil zuféllig heraus, A sei das Ereignis ,Das entnommene Teil ist nicht defekt.
Dann gilt

150 — 21 129
P(A)=——=—=0.
(4) 150 150 086

3. Wir spielen in einem Lotto ,,5 aus 35%. Dabei gewinnt man, wenn man minde-
stens 3 richtige Zahlen angekreuzt hat. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, einen
Gewinn zu haben. Wir betrachten die disjunkten Ereignisse D: ,,3 Zahlen sind

richtig®, F: ,4 Zahlen sind richtig® und F: ;5 Zahlen sind richtig®.

Gesamtzahl der Ausgange : (355) = 324632

Anzahl der Dreier (i) . (3;0) = 4350
Anzahl der Vierer : (i) . (310) = 150
Anzahl der Fiinfer (g) . (30) =1
Also gilt
4350
(D) 324632 0.013
150
(V)= ~ 0.0005
324632
1
P(F) = ~ 0.
(F) 394632 0.000003

Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses G = DUV U F, iiberhaupt einen Gewinn

zu erzielen, ergibt sich also zu

P(G) =0.0134 + 0.0005 + 0.000003 = 0.014
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Wir notieren einige allgemeine Eigenschaften der klassischen Wahrscheinlichkeit, die
sich unmittelbar aus ihrer Definition ergeben; dabei sind A und B Ereignisse, die zu
demselben zufilligen Versuch gehéren.

1.0< P(A)<1, P(Q) =1, P() =0,

2. P(AUB) = P(A)+ P(B) falls AN B =0,
3. P(A)=1— P(A),

4. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(An B),

5. AC B) = P(A) < P(B).

Man beachte, daBf aus P(A) = 0 nicht notwendig A = ) folgt.

Mitunter betrachtet man folgendes Modell (geometrische Wahrscheinlichkeit). Der
zuféllige Versuch besteht im Werfen eines Punktes auf eine Flache (). Das Ereignisfeld
A besteht aus gewissen Teilmengen A von €, denen ein Flacheninhalt F'(A) zugeordnet
werden kann. Dann definiert man als Wahrscheinlichkeit P(A) des Ereignisses A:

Beispiel 7.4: Zwei Personen verabreden, sich zwischen 10 und 11 Uhr an einem be-
stimmten Ort zu treffen. Jede dieser beiden Personen kommt zufillig (aber sicher)
wahrend dieser Stunde an dem Treffpunkt an, wartet 15 Minuten und geht dann wie-
der. Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, daf} sich die beiden Personen treffen ?

Sei = bzw. y die Ankunftszeit der ersten bzw. zweiten Person (in Minuten nach 10
Uhr). Dann ist die Grundgesamtheit der moglichen Ausginge

Q= {(z,y)|0 < z,y < 60}.
Das Ereignis A: ,Die Personen treffen sich® ist durch die folgende Menge gegeben:

Der Flacheninhalt des Grundbereiches ist F'(2) = 60 - 60, der Fliacheninhalt des Ereig-
nisses A ist F'(A) = 60 -60 — 2928 Damit ergibt sich
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7.4 Axiomatische Definition des Wahrscheinlichkeits-
begriffes

Wir wollen nun einige der Eigenschaften des klassischen Wahrscheinlichkeitsbhegriffes
als Axiome fiir einen abstrakten Wahrscheinlichkeitsbegriff formulieren.

Definition 7.3 Sei Q) eine Menge, A ein Ereignisfeld, d.h., eine Menge von Teilmen-
gen von 0 mil den Figenschaften 1-4 aus Definition 7.1. Fine Funktion P : A — R,
die jedem FEreignis A € A eine Zahl P(A) zuordnet, heif§t eine Wahrscheinlichkeit auf
A (oder auf Q), wenn die folgenden Aziome erfillt sind (dabet seien A, B, Ay, Ay, ... €
A):

1.0< P(A) <1,
2. P(Q) =1,
3. ANB=0= P(AUB) = P(A) + P(B),

JoANA =0 firi Ak ikeN = P(UZ, A) =5 P(A).
=1

Das Tripel (Q, A, P) heifit dann ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Beispiel 7.5: Wiirfelt man mit zwei verschiedenen Wiirfeln, so kann der Wahrschein-
lichkeitsraum folgendermaBlen definiert werden: Q = {(i,%)|0 < 1,k < 6}, A ist die
Menge aller Teilmengen von Q (die Potenzmenge von ) und P({i,k}) = 3]—6 fur
(1,k) € Q).

Beispiel 7.6: Man wiirfelt mit einem Wiirfel unendlich oft. Wann erscheint die erste
Sechs ?

Sei A,: ,Die erste Sechs erscheint beim n-ten Wurf“. Dann kann man Q@ = {1,2,...;00}
setzen, als Ereignissalgebra A die Menge aller Teilmengen von €2 betrachten und auf A

eine Wahrscheinlichkeit P(A,) = é(%)”_l fir A, = {n},n € N, P(A,) = 0 definieren.

Dann gilt P(Q2) = Zn: P(A,) + P(As) = 1. Das Ereignis A ,Eine 6 erscheint nie®
k=1

hat Wahrscheinlichkeit 0, ist somit mathematisch ,unméglich®, kann aber (zumindest
gedanklich) eintreten.

7.5 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Seien A und B Ereignisse desselben Versuchs. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit fiir

das Eintreten von A, wenn bekannt ist, da} B eingetreten ist? Im Fall der klassischen
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Wahrscheinlichkeit erhélt man (k sei die Gesamtzahl der moglichen Ausgénge und g(A)
die Anzahl der fiir das Ereignis A giinstigen Ausgéinge):

gANB) g(ANB) k  P(ANB)

9(B) k 9(B)  P(B)
Dementsprechend definiert man:

Definition 7.4 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A und B seien Ereignisse
(A, B € A) mit P(B)# 0. Dann heifit

P(AN B)
P(B)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung (Hypothese) B.

P(A|B) := (7.1)

Unmittelbare Folgerungen aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit sind:
BCA= P(AIB)=1, AnB=0= P(A|B)=0.

Beispiel 7.7: Ein System bestehe aus drei hintereinandergeschaltenen Teilen A, B, C'.
Das gesamte System fallt genau dann aus, wenn ein Teil ausféllt, wobei nie zwei Teile
gleichzeitig ausfallen konnen. Die Wahrscheinlichkeit, dafl das System durch Ausfall von
A, B bzw. C ausfallt, sei gleich p, ¢ bzw. 1 — p — q. Das System ist ausgefallen, aber
im Teil A wurde kein Fehler gefunden. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daf Teil B
ausgefallen ist? Gesucht ist also P(B|A) = ﬂpli%;g. Da B C A gilt, folgt BN A = B,
also P(B)
1 q
P(BJA) = PA) "~ T—p

Beispiel 7.8: (Einmaliges Wiirfeln mit einem Wiirfel). B sei das Ereignis, daf§ die
geworfene Augenzahl gerade ist. Dann gilt also P(B) = 1. Weiters sei 4, das Ereignis,

2

daB die Augenzahl < 3 ist, A, das Ereignis, daBl die Augenzahl gleich 2,3 oder 4 ist,
und Aj das Ereignis, daB die Augenzahl < 2 ist. Dann gilt:

1 1
P(Al) = 57 P(A1|B) = g’

1 2
P(AQ):§’ P(A2|B):§v

1 1

Definition 7.5 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zwet Ereignisse A, B € A
heiffen unabhingig, wenn

P(AN B)= P(A)P(B)
qgilt.
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Offenbar sind die Ereignisse A und B genau dann unabhéngig, wenn
P(A|B) = P(A) oder P(B|A) = P(B)

ist.

Ein Beispiel fiir unabhéngige Ereignisse ist das Entnehmen einer Stichprobe mit Zurtick-
legen. Wird jedoch das entnommene Teil nicht wieder zuriickgelegt, so ist der Ausgang
der zweiten Stichprobe von dem der ersten Stichprobe abhéangig.

Satz 7.1 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit) Se: (2, A, P) ein gegebener
Wahrscheinlichkeitsraum und sei Q@ = U, A;, wobet die Ereignisse A; paarweise dis-
Junkt seien (d.h. A, N A; =0 firo # 3). Ist P(A;) > 0, « = 1...,n, so gill fir
B e A:

P(B) = P(B|A)P(Ay)+ ...+ P(B|A,)P(A,)

Beispiel 7.9: Gegeben sind zwei Behélter mit Teilen. Im ersten Behélter befinden sich
20000 Teile, wobei 5% davon Ausschuf sind. Im zweiten Behélter befinden sich 10000
Teile, wobei nur 1% Ausschuf ist. Der Inhalt der beiden Behélter wird vermischt und
ein Teil entnommen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dafl dieses Teil Ausschuf ist?
Wir fithren folgende Ereignisse ein:

B: ,Das entnommene Teil ist Ausschuf}“,

Aq: ,,Das entnommene Teil stammt aus dem ersten Behalter®,

Ay: ,,Das entnommene Teil stammt aus dem zweiten Behalter®.

Dann gilt P(B|A;) = 0.05, P(B|A;) = 0.01, P(A;) = 20000 _ 0.6, P(Ay) = 0.3. Damit

30000

errechnet man P(B) = 0.6 -0.05+0.3-0.01 = 0.037.

Satz 7.2 (Bayessche Formel) Sei (2, A4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei
Q= UL, Ai, wobei die Ereignisse A; paarweise disjunkt seien (d.h. A; N A; = 0 fiir
i#j). Ist P(B) >0 und P(A;) >0 firit=1,...,n, dann gilt

P(A;)P(B|A)

P(Ai|B) = — .
2 P(A)P(BlA)

Mit Hilfe dieses Satzes kann man, falls das Ereignis B eingetreten ist, unter Kennt-
nis von P(A;) (a priori Wahrscheinlichkeiten) und P(B|A;) die Wahrscheinlichkeiten
P(A;|B) (a posteriori Wahrscheinlichkeiten) berechnen.

Beispiel 7.10: Drei Maschinen stellen gleichartige Teile her. Dabei hat die erste Ma-
chine 20%, die zweite 30% und die dritte 50% Anteil an der Gesamtproduktion. Die
erste Maschine produziert 5% Ausschuf, die zweite 4% und die dritte 2% AusschuB.
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein zuféllig der Gesamtproduktion ent-
nommenes defektes Teil aus der ersten Maschine stammt. Wir fithren folgende Ereig-
nisse ein:
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B: ,Ein defektes Teil wurde entnommen®,
A;: ,Das entnommene Teil stammt von der Maschine %, 1 = 1,2, 3.
Dann ist P(Al) = 02, P(AQ) = 03, P(Ag) = 05, P(B|A1) = 005, P(B|A2) =
0.04, P(B|As3) = 0.02. Damit gilt nach der Bayesschen Formel
0.2-0.05

P(A,|B) = = 0.31
(A B) 0.2-0.0540.3-0.04 +0.5-0.02

7.6 Zufallsgrossen, Verteilungsfunktionen

Der Ausgang eines zufilligen Versuches wurde bislang durch ein Ereignis (,eingetre-
ten“ oder ,nicht eingetreten®) beschrieben. Oft lassen sich jedoch die Ausginge von
zufilligen Versuchen durch Zahlen (oder Vektoren) beschreiben. Deshalb fithrt man
den Begriff der Zufallsgrofie ein.

Definition 7.6 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fine Funktion X : Q — R
heifit eine ZufallsgroBe, falls fir jedes x € R gilt:

{w e YX(w) <z} € A
Damit ist fir jede der Mengen {w € Q| X (w) < z} die Wahrscheinlichkeit
P(X <z)=P{w € QX (w) < z})

definiert.

Beispiel 7.11:

1. Wirfeln mit zwei Wiirfeln: X sei die Summe der geworfenen Augenzahlen. Dann
ist @ = {(¢,7)]1 < 4,7 <6} und X((¢,7)) =1+ 7. Mogliche Werte fir X sind
2,3,...,12. Zum Beispiel ist P(X <2) =0, P(X <5) = %.

2. Wir messen den Abstand w von zwei zuféllig auf die Ebene geworfenen Punkten.
Dann ist Q@ = R™ und wir setzen zum Beispiel X (w) = \/w.

Eine Zufallsgrofle heifit diskret, wenn sie nur endlich viele oder abzéhlbar viele Werte
annehmen kann; nimmt eine Zufallsgrofie alle Werte eines Intervalles an, so ist sie i.a.
eine stelige Zufallsgrofie (sieche Abschnitt 7.9). Im ersten der beiden obigen Beispiele
ist die Zufallsgrofe X diskret, im zweiten stetig.

Definition 7.7 Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X eine Zufallsgréfe. Die
Funktion Fx : R — R mit Fx(z) = P(X < z) heifit die Verteilungsfunktion der
Zufallsgrofie X.
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Beispiel 7.12: Wir wiirfeln mit einem Wiirfel. Dann ist @ = {1,2,...,6}, P(i) = %
firi=1,...,6 und sei X(w) = w (w € Q). Dann ist die Verteilungsfunktion Fx der
ZufallsgréBe X die Treppenfunktion

0 fur z <1

é fuir 1<a<2
FX(JZ):

% fir Hh<ax<6

1 fiir 6<=x

Einige Eigenschaften von Verteilungsfunktionen, die unmittelbar aus Definition 7.7
folgen, sind im néchsten Satz zusammengefasst.

Satz 7.3 Seit Fx die Verteilungsfunktion einer Zufallsgrofie X . Dann gilt
1. 0 < Fx(z) <1 fir jedes x € R.

2. Fx st nichtfallend.

3. Fx ist linksseitig stelig.

4. limy oo Fx(z) = 0,lim, 0 Fx(z) = 1.

J. P(a<X<b):FX() FX(CL+O)
Pla <X <b)=Fx(b+0) — FX(a—I-O)
Pla <X <b)=Fx(b+0) — Fx(a),

P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a).

Ist X eine Zufallsgrofie und g : R — R eine stetige Funktion, so ist auch Y = g(X)
eine ZufallsgroBle. Fiir einige einfache Funktionen ¢ geben wir die Verteilungsfunktion
von Y an:

LY =aX+4+b= Fy(z) = FX(
a < 0.

2. Y =X?= Fy(z) =0 firz <0und Fy(z) = Fx(Vx)— Fx(—=y/x40) fir z > 0.
= |X| = Fy(z) =0 fir 2 <0 und Fy(z) = Fx(z) — Fx(—2 4+ 0) fiir 2 > 0

)fa]lqa >0und Fy(z) =1— Fx(=> —I—O) falls

7.7 Diskrete Zufallsgrofien

Die ZufallsgroBe X nehme die Werte z; mit Wahrscheinlichkeiten p; (i = 1,...,n) an.
Man beschreibt dann die Zufallsgrofle durch eine sogenannte Verteilungstabelle:

':U1|:E2||':CTL

P1|P2|"'|Pn.
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Dabei gilt natiirlich p; > 0 und die Verteilungsfunktion Fx ist gegeben durch Fy(z) =
P(X <) = Y jus, <z Pr- Die Verteilungsfunktion ist also eine Treppenfunktion, die an
den Stellen x; die Sprungh&hen p; hat.
Einige Beispiele diskreter Verteilungen:

FEinpunktverteilung: X nehme nur einen Wert z; an. Zugehérige Verteilungsfunktion:

0 fur = < x4,

1 fur z > z;.

Fx(z) = {

Diskrete gleichmdflige Verteilung: X nehme die n verschiedenen Werte z4,...,z, mit

jeweils gleicher Wahrscheinlichkeit % an. Zugehorige Verteilungsfunktion:

0 fir z<ux
%ﬁirml<$§$2

Fx(.r) =

¢ fiir
1 fir =z >z,

Binomialverteilung: Wir betrachten einen zufélligen Versuch und ein zugehériges Fr-

eignis A, das mit Wahrscheinlichkeit p eintritt. Dieser Versuch wird n-mal unabhangig
voneinander wiederholt, x sei die Anzahl des Eintretens von A bei diesen n Versuchen.
Gesucht sind die Wahrscheinlichkeiten P(z = k) = pg, k= 1,...,n. Offensichtlich gilt
z = k genau dann, wenn k-mal A eintritt und (n — k)-mal A eintritt. Wegen der Un-
abhingigkeit ist die Wahrscheinlichkeit dafiir gleich p*(1 —p)"~*. Da es auf die Reihen-
folge des Eintretens von A bzw. A nicht ankommt ist pp = P(z = k) = (Z)pk(] —p)"k.
Dabei sind n, p Parameter (n: Versuchsanzahl, p: Wahrscheinlichkeit des Eintretens von
A bei einem Versuch)?. Als Verteilungsfunktion ergibt sich

0 fir 2 <0
Fx(z) =1{ Yo (Z)‘Pk(l —p)Ffir0<z<n .
1 fir z>n

Beispiel 7.13: Der Hersteller eines Werkstiickes gibt an, dafl 90% der produzierten
Teile maBgerecht sind. In einer Stichprobe wurden 20 Teile entnommen und nur 15
davon sind mafigerecht. Sind die Angaben des Herstellers zu bezweifeln ?

Wir betrachten die ZufallsgroBe X: ,Anzahl der nicht maBgerechten Teile unter den
gezogenen®. Diese ist binomialverteilt mit den Parametern n = 20 und p = 0.1 (Angabe
des Herstellers). Es gilt dann P(X = k) = <2k0)0.1k -0.92°=%_ Die Verteilungstabelle fiir

diese Binomialverteilung ist

o | v | 2 | 3 | 4|5 ] 6 |..
0.122 [ 0.270 | 0.285 | 0.190 | 0.090 | 0.032 [ 0.009 | ...

3Diese ZufallsgroBe wurde bereits von Jakob Bernoulli (1.) (1654-1705) untersucht.
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Die Wahrscheinlichkeit, dal 5 nicht maBgerechte Teile in einer Stichprobe vom Umfang
20 auftreten, ist demnach P(X = 5) = 0.032 also nur etwa 3%. Unter den Angaben
des Herstellers diirfte die erhaltene Stichprobe nur in etwa 3 von 100 Fallen auftreten.
Da sie bereits bei der ersten Stichprobe auftrat, sind die Angaben des Herstellers also
zu bezweifeln.

Hypergeometrische Verteilung: Seien N, M,n € N. Eine Zufallsgréfie X heifit hyper-
geometrisch verteilt, wenn fiir max(0,n — N + M) < k < min(M,n) gilt:

M\ (N-M
k n—k
POY 1) U(()) 72
Diese Verteilung tritt bei ,Stichproben ohne Zuriicklegen® oder bei ,gleichzeitigem
Entnehmen von mehreren Teilen“ auf.

Beispiel 7.14: N = 100, M = 5, n = 10, d.h., wir entnehmen einer Menge von
100 Teilen, in der 5 fehlerhaft sind, eine Stichprobe von 10 Teilen. X sei die Anzahl
der bei dieser Stichprobe erhaltenen fehlerhaften Teile. X ist hypergeometrisch verteilt,
also ergibt sich zum Beispiel die Wahrscheinlichkeit, dafl genau ein Teil fehlerhaft ist,

5\ (100-5
oy ()
- - (100) )
10
Satz 7.4 Ldfit man in (7.2) N und M gegen oo streben, wobei % — p gelten soll, so
erhdll man

zu

M\ (N-M
i (k)évg_k) = (Z)p'“(l -p)"

also die Binomialverteilung.

Man kann daher fiir sehr grole Werte von N und M eine hypergeometrische Verteilung
durch die Binomialverteilung ersetzen.
Poissonverteilung *: Sei A > 0. Eine ZufallsgroBe X heifit poissonverteilt mit dem

Parameter A, wenn

PN
P(X=k)=T5e™ . k=012,

gilt. Als Verteilungsfunktion ergibt sich folglich

0 fir z <0
S Yl s >0
k<e Fr T T >

Fx(z) = {

*Simeon D. Poisson (1781-1840)
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Satz 7.5 (Grenzwertsatz von Poisson) Sei A > 0 gegeben. Dann gill

n—o0o,p—0
np—X

)\k
lim (:) PPl —p)"F = Ee_’\. (7.3)

Fiir grofle n und kleine p kann man also die Binomialverteilung mit den Parametern
n,p durch die Poissonverteilung mit dem einzigen Parameter A = np annahern. Wir
tiberlegen uns die Richtigkeit von (7.3) unter der Voraussetzung np = A. Sei k fest.
Dann gilt fiir n — oo:

Y ke n—k_n(n_l)"'(n_k‘|’1)/\k_ _ﬁn _i—k /\_k—/\
(1)t - = U R

n n

Beispiele fiir poissonverteilte Zufallsgrofle sind: Die Anzahl der Atome einer radio-
aktiven Substanz, die wéhrend einer gewissen Zeit zerfallen; die Anzahl der in einer
Telefonzentrale wihrend einer gewissen Zeitspanne vermittelten Telefongesprache.

Geometrische Verteilung: Fine ZufallsgroBle X heifit geometrisch verteilt, wenn sie Wer-
te die 0,1,2,... annehmen kann und wenn

P(X =k)=(1-p)p'
gilt (0 < p < 1). Als Verteilungsfunktion ergibt sich folglich

Fx(z) = { 0 fur x <0

I—ptfirn—1l<z<n '

Ein Beispiel fiir eine geometrisch verteilte ZufallsgroBe ist:

Beispiel 7.15: Ein Gerit wird in regelmafiigen Abstanden (von 1 Minute) einer kurz-
zeitigen Belastung ausgesetzt, die keine Nachwirkungen hat. Die Wahrscheinlichkeit,
daB dieses Gerdat von einer solchen Belastung nicht beschadigt wird, sei p. Fiir die

ZufallsgroBe X, die die Lebensdauer des Gerdtes (in Minuten) angibt, gilt
P(X =k)=(1-pp’,

sie ist also geometrisch verteilt.

7.8 Charakteristiken diskreter Zufallsgroflen: Erwar-
tungswert und Streuung

Definition 7.8 Sei X eine diskrete Zufallsgrofie, die die Werte x; mit den Wahr-
scheinlichkeiten p; (i =1,...,n;n < oc) annimml. Dann heifit die Zahl

px = EX =) pa;

=1



132 KAPITEL 7. WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG

der Erwartungswert der Zufallsgréfie X °.

Ist X eine diskrete, gleichmaBig verteilte ZufallsgroBe, die n Werte annimmt, so gilt
px = Z Tk
Ist X eine Zufallsgroﬁe so ist auch Y = a X + b eine Zufallsgrofle, und es gilt

EY = Yy = 3 (azp +b)pr=ay xppp + 03 pr =a- EX +b.
k=1 k=1 k=1 k=1
Allgemeiner gilt fiir eine reelle Funktion g:
Po(x) = £ glenn

Als MaB fiir die Abweichung einer Zufallsgrofle von ithrem FErwartungswert definiert
man die Streuung:

Definition 7.9 Sei X eine diskrete Zufallsgrofie, die die Werte x; mit den Wahr-
scheinlichkeiten p; (1 =1,...,n;n < o0o) annimmt. Dann heifst

cx =D*X=E(z—EX)"=) (z; — EX)*p

=1

die Streuung oder die Varianz der Zufallsgréfie X . Die Zahl ox = VD?*X heifst
Standardabweichung von X.

Fiir die Varianz o% von X gilt:
oy = BE(X? —=2XEX + (EX)*) = EX? - 2(EX)* + (EX)* = EX? — (EX)?.
Es ergibt sich daher

Zl‘ Pi — szpz)Q
=1

Die Streuung einer Zufallsgrofle X ist genau dann Null, wenn X eine Einpunktvertei-
lung besitzt.

Fiir die Streuung der Zufallsgrofie aX 4 b gilt D*(aX + b) = a*D*X, insbesondere
gilt also D*(—=X) = D*(X) und DZ(%) = 1. Man nennt eine Zufallsgrofie X mit
der Streuung D?X = 1 auch eine normierte Zufallsgréfie. Eine Zufallsgrofie Z mit

EZ = 0und D*Z = 1 heiit standardisierte Zufallsgrife. Fiir jede ZufallsgroBe X ist
3/ o X-KEX

UL eine normierte Zufallsgrofe und 7 = eine standardisierte Zufallsgrofie.

Fiir die oben angegebenen diskreten Ver‘rellungen Fx (oder Zufallsgrofien X) sind

Strenung und Erwartungswert wie folgt gegeben:

5Falls n = oo ist, muf man Z?io z;p; < oo voraussetzen, andernfalls existiert der Erwartungswert
nicht.

6Auch hier muB man im Fall n = oo die Konvergenz aller betrachteten unendlichen Reihen
voraussetzen.
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¢ binomialverteilt mit Parametern n,p: EX = np, D*X = np(1 — p).

e hypergeometrisch verteilt mit Parametern N, M,n (p = %) EX =np, D*X =

np(1 — p) =2

e poissonverteilt mit Parameter \: EX = X, D?X = ).

e geometrisch verteilt mit Parameter p: EX = p, D*X = (T—;%'

Wir beweisen nur die erste Beziehung. Sei also X binomialverteilt mit den Parame-

tern n und p. Dann gilt £ X = Zzzok@)pk(l = f: n(’;j)pk(l —p)nk =
k=1

"L, (2P (1= p) =0 = p(p + (1 = p))"~" = mp.

Satz 7.6 Sei A ein zufilliges FEreigniss, das mit Wahrscheinlichkeit P(A) eintritt. Be-
zeichnel h,(A) die relative Hiufigkeil des Fintretens von A in n Versuchen, so gilt

Eh,(A) = P(A) und lim D*h,(A)=0

n—oo

Die relative Haufigkeit des Fintretens von A ist also fir grofie Werte von n ein guter

Schitzwert fir die Wahrscheinlichkeit P(A).

Beweis : Sei p = P(A), H,(A) die ZufallsgroBe ,, Anzahl des Eintretens von A in
n Versuchen®. Dann gilt FH,(A) = np, D*H,(A) = np(1 — p) und h,(A) = H"’T(A):
Ehy(A)=p= P(A) und D?h,(A) = Hnp(l —p) — 0.

O
Fiir jede ZufallsgroBe X gilt

1
P(IX — EX| < kox)>1— —

P(IX — EX| = kox) < oL

1
k2
Damit kann man das sogenannte Gesetz der grofien Zahlen beweisen:

Satz 7.7 (Bernoullisches Gesetz der groflen Zahlen) Sei h,(A) die relative Hdiufig-
keit des FEintretens eines zufilligen Freignisses A bei n-maliger Durchfiihrung eines

Versuches. Dann gilt (mit p = P(A))

Ve>0 : lim P(|h,(A)—p| <e)=1.

n—oo

Die Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses A 1a8t sich also stets so interpretieren,
daB bei ,grofler Versuchsanzahl in etwa 100p% der Versuche A eintritt.
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7.9 Stetige Zufallsgroflen

Definition 7.10 Die Zufallsgriffe X heifit eine stetige ZufallsgroBe, wenn es eine
Funktion fx : R — R gibt, die stickweise stetig ist und fir die

magxgby5[fﬂ@dz

gilt. fx heifit die Dichte, Wahrscheinlichkeitsdichte oder Verteilungsdichte der Zufalls-
grofie X.

Einige elementare Figenschaften der Dichte gibt der folgende Satz an:
Satz 7.8 Seit X eine stelige Zufallsgrofie, fx ihre Dichte. Dann gilt
1. fx(x) >0 fiir jedes z € R,
2 2 fx(x)dz =1,
3. Pla < X <b)= [ fx(t)dt.

Ist X eine stetige ZufallsgroBe und g : R — R eine stetige und auf keinem Teilinter-
vall konstante Funktion, so ist auch Y = ¢g(X) eine stetige Zufallsgrofie. Fiir einfache
Funktionen g ergeben sich die folgenden Beziehungen:

.Y=aX+b= fy = |i—|fx(f_b)

a

N 0 fir z <0
Y =X?’= fy = fx(ﬁ);\}'g(_ﬁ) fiir z > 0

0 furz <0

3. Y = |X]| ifY:{ fx(z)+ fx(—z) fir z >0

Analog zum diskreten Fall definiert man auch fiir stetige Zufallsgroflen Erwartungswert
und Streuung.

Definition 7.11 Sei X eine stetige Zufallsgrofie. Der Erwartungswert EX und die
Streunung D?X der Zufallsgrife X sind”

EXz/_O:ofo(x)dx, D2X=/_Z($—EX)2fX(:c)d:c.

ox = VDX heifit wieder die Standardabweichung .

“Sofern diese (i.a. uneigentlichen) Integrale existieren.



7.9. STETIGE ZUFALLSGROSSEN 135

Analog zum diskreten Fall gelten auch hier die Beziehungen:

D*X = EX? — (EX)?,
D2(aX + b) =a’D*X,
X —-—FEX X —FEX
D(———)=1, B(———) =0,
ox ax
Fine Zufallsgrofe 7 mit FZ = 0 und D?*Z = 1 heit wieder standardisierte Zufalls-

grofie.
Beispiele fiir stetige Verteilungen:
Gleichmdfig stetige Verteilung auf dem Intervall [a, b]:

— fiir z € [a,b]

Jx(w) = { 0 fiir z ¢ [a,b]

Fiir die Verteilungsfunktion Fx, Erwartungswert und Dichte ergeben sich

” 0 fir z<a
FX(.TC):/ Ix(t)dt =4 =2 fira <z <b
e 1 fir b<z
IS 1 b IS b — ’2
EX :/ zfx(z)de = %, D*X :/ (x — EX)*fx(z)dx = ( 120> :

Normalverteilung (oder Gaufische Verteilung ): Die Zufallsgrofie X heifit normalver-

teilt mit den Parametern p und o* (oder kurz N(u, o?)-verteilt), wenn ihre Dichte die

Gestalt
1 _(z-w)?

e 202

fx(z) = d(z;p,0°) =

hat. Man schreibt dafiir auch X € N(u, o?). Die Verteilungsfunktion Fx einer N(u, o?)-
verteilten ZufallsgroBe ist

o 2T

1 T t—p)?
Fx(e) = O o) = —= [ "5t

o\ 2T

Fiir Erwartungswert und Streuung ergeben sich
EX =y und D*X = o*

Die standardisierte normalverteilte ZufallsgroBe ist also N (0, 1)-verteilt und fiir sie gilt

1 r 2

Die Funktion ¢ ist gerade, d.h. ¢(z) = ¢(—=z) und daraus erhilt man fiir die Verteilungs-
funktion ®(—z) = 1 — ®(z). Man berechnet damit P(—a < X < a) = ®(a) — ®(—a) =
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20(a) — 1. Die Funktion ¢(z) heifit auch Gaufische Glockenkurve. Die Verteilungsfunk-
tion ®(xz) ist nicht elementar berechenbar, man findet daher ihre Werte (auch die von
¢(z)) in Tabellen. Fiir eine standardisierte normalverteilte Zufallsgrofie gilt

P(|X| < 1) =0.683, P(|X| < 2) = 0.955, P(|X| < 3) = 0.997.

Es ist also ,praktisch sicher”, daB eine N(0,1)-verteilte Zufallsgrofie Werte zwischen
—3 und 3 annimmt.

Man kann jede N(u,o?)-verteilte ZufallsgroBe durch die Transformation % auf
eine N(0, 1)-verteilte ZufallsgroBe transformieren. Fiir die Dichte und Verteilungsfunk-
tion gilt dabei

T —p
a >’

o) = d(2:0,1) = d(a 1, 0) = o

O(z) = O(2;0,1) = O(z;p,0) = 'I)(l. — 'u).

a

Ist die ZufallsgroBe X N(u,o?)-verteilt, so berechnet man

Pla< X <b) = 0"t —o(“ =1

a ag

Beispiel 7.16: Metallplatten der Starke 10mm sollen in einer Maschine erzeugt wer-
den. Die Dicke X der produzierten Platte sei normalverteilt mit Erwartungswert 10mm
(Maschineneinstellung) und Varianz 0.02mm (Erfahrungswert). Eine Platte ist ver-
wendbar, wenn ihre Starke zwischen 9.97mm und 10.05mm liegt. Wie grof} ist die
Wahrscheinlichkeit, dafl eine produzierte Platte verwendbar ist?

10.05 - 10 9.97 — 10
R P YA
0.02 0.02
= ®(2.5) + ¢(1.5) — 1 = 0.927.

Der folgende Satz besagt, dal die Normalverteilung als Grenzverteilung der Binomial-

verteilung aufgefasst werden kann.

P(9.97 < X < 10.05) = &( ) = ®(2.5) — B(—1.5) =

Satz 7.9 (Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace®) Sei (X,,) eine Folge von Zu-
fallsgrofien, die binomialverteill mit den Parametern n und p (0 < p < 1, fest) sind.
Dann betrachtet man die standardisierten Zufallsgrofien

X, - FX, X, —np

VX, Jup(l - p)

Fiir deren Verteilungsfunktionen gilt

Ly =

: 1 T
nli)n(r}O Fz,(z) =®(z) = E/—me = dt.

8A.de Moivre 1667-1754, P.S.Laplace 1749-1827.
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Man kann also fiir groe Werte von n die standardisierte Binomialverteilung durch die
Normalverteilung N(0, 1) ersetzen.

Beispiel 7.17: Ein Artikel wird in Kartons zu je 1000 Stiick abgegeben. Es ist bekannt,
daB im Mittel 3% Ausschufl produziert wird. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, daf}
sich in einem Karton nicht weniger als 20 und nicht mehr als 40 Ausschufiteile befinden.
Sei X die Anzahl der Ausschufiteile in einem Karton. Diese ist binomialverteilt mit den
Parametern n = 1000 und p = 0.03. Also ist

EX =30 und D*X = 1000 - 0.03(1 — 0.03) ~ 29.1.

Da der Parameter n sehr groB ist, ersetzen wir die Binomialverteilung durch eine
N(30,29.1)-Normalverteilung. Damit berechnet man

w (1000\ kL g 20 =30 20 — 30
< < _ ] _ . n z _ =
P(20 < X < 40) kgo( ) )0 035(1 — 0.03) 7))

10 10 10
O( 29.1) O( \/29_1) = QCI)(\/m) 1 =20(1.85) — 1 = 94%.
Die groBe Bedeutung der Normalverteilung in der Praxis beruht darauf, daf, grob
gesprochen, die Summe sehr vieler und sehr kleiner unabhéngiger Zufallsgréfien an-
gendhert normalverteilt ist (was mathematisch im ,zentralen Grenzwertsatz“ formu-
liert wird).

Fzponentialverteilung: Die ZufallsgroBe X heifit exponentialverteilt mit dem Parameter
a (a > 0), wenn sie die Dichte

0 firx<0
fX(L) o { ae”™ fir x > 0

hat. Fiir Verteilungsfunktion, Erwartungswert und Varianz einer exponentialverteilten
ZufallsgroBe erhalt man

x 0 fir <0
Fx(z) = /_m fx(t)dt = { 1— e fiirz >0
1 2 1 2
o a

Beispiele fiir exponentialverteilte ZufallsgroBen sind die Dauer von Telefongesprachen,
Lebensdauerverteilungen, etc.

Beispiel 7.18: Die Zeit T, die zur Reparatur einer Maschine notwendig ist, sei expo-
nentialverteilt mit dem Parameter a = 0.25. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, da8
eine Reparatur weniger als 6 Stunden dauert, und welche Reparaturdauer ist im Mittel
zu erwarten 7

P(T <6)=Fr(6)=1—¢e2%5=0.78 und ET = % =4,
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Kapitel 8

Mathematische Statistik

8.1 Aufgabenstellung

Bei der Beschreibung realer Vorgéange mit Hilfe von Modellen der Wahrscheinlichkeits-
theorie sind oft die zugrundeliegenden Verteilungsfunktionen und Eigenschaften der
ZufallsgréBen nicht oder nur unvollstandig bekannt. Das Anliegen der Mathematischen
Statistik ist es, auf Grundlage von beobachteten Daten (Realisierungen) Riickschliisse
auf die ZufallsgroBen und ihre Verteilungsfunktionen zu ziehen (z.B. Parameter wie
Mittelwert oder Streuung zu bestimmen) und anschliefend (im Sinne der Wahrschein-
lichkeitstheorie optimale Entscheidungen zu treffen. Dabei besagt letzteres, da die
Entscheidung unter den getroffenen Annahmen mit sehr kleiner Wahrscheinlichkeit
(< 5%, < 10%) falsch ist. Wahrend sich die beschreibende Statistik mit dem Sam-
meln und Darstellen von Daten (Aktienkurse, Bevolkerungsentwicklung, etc.) befaft,
entwickelt die Mathematische Statistik Methoden der Erfassung, Auswertung und Deu-
tung von Daten auf der Grundlage der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Im konkreten Fall hat man z.B. anhand der beobachteten Werte einer normalverteil-
ten Zufallsgrofle die Parameter p oder o in geeigneter Weise zu schdtzen, oder man hat
zu testen, ob die Annahme einer Normalverteilung dieser Zufallsgréfe im Rahmen dieses
Modells iiberhaupt gerechtfertigt ist. Diese Aufgabenstellungen sind typische Beispiele
fiir zwei wesentliche Teilgebiete der mathematischen Statistik, die Schétztheorie und die
Testtheorie. Die Schitztheorie befaBt sich mit der Bestimmung der Verteilungen (oder
deren Parametern) von ZufallsgroBen, die in einem stochastischen Modell verwendet
werden. Bei einer Punktschitzung werden dabei aus vorliegenden Daten Nédherungs-
werte fiir die unbekannten Parameter bestimmt, bei einer Intervallschdtzung werden
Intervalle ermittelt, in denen die Parameter mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit
liegen. In der Testtheorie werden Hypothesen iiber Verteilungen oder den Parameter
aufgestellt und aufgrund der beobachteten Stichprobe abgelehnt oder nicht abgelehnt.

139
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8.2 Stichproben

Der Begriff der Stichprobe aus einer Grundgesamtheit ist in der Statistik von zentraler
Bedeutung. Im taglichen Leben iiberzeugt uns das Kosten einiger Kirschen von der
Qualitdt der Kirschen des gesamten Naschmarktstandes, und der Beauftragte eines
Gourmetfiihrers, der die Schnitzel im Restaurant Steirereck zu beurteilen hat, kann da
auch nicht simtliche Schnitzel verzehren, sondern héchstens zwei oder drei.

In der Mathematischen Statistik werden Stichproben als Realisierungen von Zufalls-
grofen aufgefaBt. Dazu sei X eine ZufallsgroBe iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum
[, A, P]. Um Informationen iiber die i.a. unbekannte Verteilung der ZufallsgroBe X zu
erhalten, wird man n-mal unabhéngig voneinander konkrete Werte von X beobachten.
Wir erhalten Zahlen z4,...,2,, die simtlich Realisierungen der Zufallsgréfe X sind.
Mit anderen Worten, wir kénnen die Stichprobe (z1, ..., z,) als konkretes Ergebnis ei-
ner Serie von n unabhéngigen Wiederholungen ein und desselben Versuchs betrachten.
An Stelle von einer Zufallsgrofe X spricht man in diesem Zusammenhang auch von
einer Grundgesamtheit X. Die Stichprobe (z1, ..., z,) wird auch als Realisierung eines
zufalligen Vektors (X7, ..., X,,) aufgefaBt, dessen Komponenten Xj, ..., X,, unabhangig
und identisch wie X verteilt sind. Wir nennen (X7, ..., X,,) eine Stichprobe aus der
Grundgesamtheit X .

Beispiel 8.1: Wenn wir achtmal mit einem Wiirfel wie in Beispiel 7.12 wiirfeln, kénnen
wir etwa die Zahlen 1, 3, 6, 1, 5, 2, 6, 1, als Realisierungen der dort beschriebenen Zu-
fallsgroBe X erhalten.

In der Praxis ist ein passendes stochastisches Modell nur selten so offensichtlich wie
beim Wiirfeln zu finden. Bei Schwankungen von MeBergebnissen, iiber deren Ursachen
wenig oder keine Informationen vorliegen, wird hidufig eine Normalverteilung dieser
Schwankungen angenommen.

Um Informationen aus Stichproben zu gewinnen, werden in der Statistik empirische
Stichprobenfunktionen betrachtet. Die gelaufigste Stichprobenfunktion ist der Mittel-
wert (Stichprobenmittel, empirischer Mittelwert), gegeben durch

n

1 1
X, = E(Tl—l——l—Tn) = EZTZ

=1

Eine empirische Stichprobenfunktion, die Information iiber die Abweichung der
Stichprobenwerte vom arithmetischen Mittel z liefert, ist die Strewung (empirische
Streuung, Stichprobenstreuung) s? :

1

n—1:%

n
st i= (z; — z,)%
=1

Die Quadratwurzel s,, der empirischen Streuung s? wird als empirische Standardabwei-
chung bezeichnet.
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Fiir praktische Berechnungen beniitzt man auch die Beziehung

i=1 n o4 n—1

2
S =
" n-—1

Eine weitere Kenngrofle einer Stichprobe ist der Median. Zur Bestimmung des Me-
dians & werden die n Stichprobenwerte der Grofle nach geordnet. Ist n ungerade, so
ist der Median der mittelste Zahlenwert der geordneten Reihe. Ist n gerade, wird der
Median # gleich dem arithmetischen Mittel der zwei in der Mitte liegenden Werte der
geordneten Reihe gesetzt.

Beispiel 8.2: Mit den Werten aus Bsp. 8.1 ergibt sich z = 3,125, # = 2,5, und
52 =4,982.

Werden Stichproben zq, ..., z, als Realisierungen von unabhangigen, identisch ver-
teilten ZufallsgroBen betrachtet, dann sind die zugehorigen empirischen Stichproben-
funktionen, z.B. z, := %(wl + ...+ x,), Realisierungen von Zufallsgrofien

_ 1
X, = ;(Xl + .+ X,).

Diese ZufallsgroBen heiflen ebenfalls Stichprobenfunktionen, ihre Verteilungsfunktionen
spielen in der Statistik eine wesentliche Rolle. Wir geben einige Beispiele fiir solche
Verteilungsfunktionen an.

Satz 8.1 Fs seien X;, i = 1,...,n, unabhingige und identisch N(u,c?) verteilte Zu-
fallsgrofien. Dann besitzt die durch

_ 1

X, (X1 4+ ...+ X,)

= E
definierte Zufallsgréfe X, eine N(p, %) Verteilung.

Die ZufallsgréBe X, ist das arithmetische Mittel der ZufallsgréBen X;, 7 = 1,...,n. Wir
sehen, daB die Streuung von X, fiir hinreichend groBe Werte von n beliebig klein wird,
die Verteilung von X, konzentriert sich dann um den Erwartungswert p. Deshalb wird
X, fiir grofe n ein guter Schitzwert fiir den Erwartungswert sein. Diese Eigenschaft

des arithmetischen Mittels ist auch unter allgemeineren Bedingungen als in Satz 8.1
erfiillt.

Definition 8.1 FEs sei m eine natiirliche Zahl. Fine stetige Zufallsgrifie X heifit x*-
verteilt mit m Fretheitsgraden, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichle fx die Form

0 fir x <0,
fx(x) = { w3 les  firx >0

hat.
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Besitzt X eine x?-Verteilung mit m Freiheitsgraden, so gilt
EX =m, D*X =2m.

Definition 8.2 FEs sei m eine natiirliche Zahl. Fine stetige Zufallsgrofie X heifst 1-
verteilt mit m Fretheitsgraden, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte fxdie Form

RN G BN
vl (%) (1+%)_t

[x(z)

—oo < x < 4oo,

hat.

Besitzt X eine {-Verteilung mit m Freiheitsgraden, so gilt

EX=0 (m>2), D’X=—"01(m>3).

m— 2
Satz 8.2 Fs seien Xy, ..., X,, unabhingige N(0,1)-verteilte Zufallsgrofien. Dann ist
Y= X{+, ..., + X2
x2-verteill mil m Freiheitsgraden.

Ist die Zufallsgrofie X N(0,1)-verteilt, die Zufallsgrofe Y x2-verteilt mit m Freiheits-
graden und sind X und Y unabhangig, dann ist

X
7= —
Y

m

t-verteilt mit m Freiheitsgraden.

8.3 Punktschitzungen

Die Schatztheorie befafit sich mit der Bestimmung der Verteilungen oder anderer Pa-
rameter von Zufallsgrofien, die in einem stochastischen Modell verwendet werden. Bei
einer Punktschditzung werden dabei aus vorliegenden Daten N&herungswerte fiir die
unbekannten Parameter bestimmt. Wir geben einige Beispiele fiir Punktschdtzungen
an.

Punktschéatzung fiir eine unbekannte Wahrscheinlichkeit.

Es sei A ein zufélliges Ereignis, dafl bei einem Versuch mit der Wahrscheinlichkeit p
eintritt; diese Wahrscheinlichkeit p sei unbekannt. Gesucht wird eine Stichprobenfunk-
tion, die fiir p einen geeigneten Schéatzwert liefert, den wir mit p bezeichnen. Intuitiv
ist hier klar, dafl p die relative Haufigkeit des Eintretens von A sein wird.
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Wir betrachten dazu die Zufallsgrofie X,

P { 1, falls A eintritt,
~ 10, falls A nicht eintritt,

und setzen pn = %(X1 + ...+ X,,) mit unabhingig und identisch wie X verteilten
ZufallsgroBen X;. Die Zufallsgrofie P, ist binomialverteilt und es gilt
A A (1l —
pb, = p, DB, = PP (8.1)

n

Aus dem Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace folgt, daB P, asymptotisch (n — o)
normalverteilt ist. Die Beziehungen (8.1) zeigen, dafl die Schatzfunktion P, (die relative
Héaufigkeit) eine “gute Schéitzung” fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit p ist: Fiir grofie
n ist die Wahrscheinlichkeit, dal p nahe bei p liegt, grof.

Ist allgemein 0O, eine Schitzfunktion der mathematischen Stichprobe X, ..., X, fir
einen Parameter O einer Verteilungsfunktion von X, so betrachtet man oft folgende
Eigenschaften von O:

1. EO, =0 : Die Schatzung ist erwartungstreu.
2. 0, — O fiir n = co “praktisch immer”: Die Schatzung ist konsistent.

Punktschitzung fiir den unbekannten Erwartungswert i einer normalverteilten
Zufallsgrofle X:
Die ZufallsgroBe X sei N(p,o?)-verteilt. Dann ist das Stichprobenmittel

- 1

eine erwartungstreue und konsistente Schatzung fiir p, d.h., fiir eine gegebene empiri-
sche Stichprobe (21, ..., z,) berechnet man als “verniinftigen” Naherungswert fiir p

1
X, = —(.7:1 + ...+ Tn>
n

Punktschatzung fiir die unbekannte Streuung o? einer normalverteilten Zu-
fallsgrofle X:
Die ZufallsgroBe X sei N(p,o?)-verteilt. Dann ist die Stichprobenstreuung

S o S AL
=1

n—1

5% =

eine erwartungstreue und konsistente Schiatzung fiir o2, d.h., fiir eine gegebene em-
pirische Stichprobe (z1,...,z,) berechnet man als “verniinftigen” Nidherungswert fir

2
n
Z($¢ — .i‘n)Q.
=1

g

1

n—1

2.
S, =
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8.4 Intervallschitzungen

Durch Punktschiatzungen konnen die Parameter der Verteilung einer Grundgesamt-
heit geschétzt werden, wobei die Frage, “wie gut” diese Schéatzung ist, i.a. ungeklart
bleibt (wir wissen lediglich, daf§ i.a. fiir n — oo der berechnete gegen den “wahren”
Wert strebt). Bei der Methode der Intervallschatzungen gibt man fiir den gesuchten
Parameter ein Intervall an, das den Parameter mit grofler Wahrscheinlichkeit enthélt.
Ausgangspunkt ist wieder eine Stichprobe (zy,...,z,), die man als Realisierung ei-
ner mathematischen Stichprobe (X7, ..., X,,) auffaBt, d.h., Xy, ..., X,, sind unabhangige,
identisch (wie X) verteilte Zufallsgrofien. Gesucht ist ein Intervall

T = [6u(X1, s Xn), bo( X1, oo, X)),

das den gesuchten Parameterwert © mit groBer Wahrscheinlichkeit (1 — a) enthélt:
P(du(Xy,..0 X)) €0 < ¢o(Xi, .o, X)) > 1 —
dabei wird « also i.a. klein gewéhlt: a = 0,001; « = 0,01; a = 0,05. Es heiflen

a - Irrtumswahrscheinlichkeit,

1 — a - Konfidenzniveau,

J - Konfidenzintervall,

bus G0 - Konfidenzgrenzen.

Die Konfidenzgrenzen ¢, (X7, ..., X,.), ¢o(X1,..., X,,) sind dabei Stichprobenfunk-
tionen. Fiir eine (empirische) Stichprobe (21, ..., z,) berechnet man die beiden Werte
Ou(T1, .y 20), Po(1, ..., ). Die Aussage “O liegt im Intervall [¢y (21, ..., 2,), Po(21, ..., 24)]”
ist dann mit Wahrscheinlichkeit 1 — « richtig, d.h., bei einer groflien Anzahl solcher Ent-
scheidungen sind a - 100% falsch. Wir betrachten einige Beispiele:

a) Schitzung des Erwartungswertes einer Normalverteilung bei bekannter
Streuung

Die Grundgesamtheit X sei N(u, 0?) verteilt, o? sei bekannt, gesucht ist ein Schitz-
intervall fiir g anhand einer Stichprobe x4, ..., z,. Wir betrachten eine mathematische

Stichprobe Xi,..., X,, und die Stichprobenfunktion

1

Dann ist X, nach Satz 8.1 N(u, %)—Verteilt, also ist \/ﬁ@ N (0, 1)-verteilt. Zu vor-

gegebener Trrtumswahrscheinlichkeit @ kann eine Zahl z so bestimmt werden, daf}
P (|\/E

gilt, d.h., (da P hier die Wahrscheinlichkeit einer N(0, 1)-verteilten Zufallsgrofie be-

zeichnet)

X, —p

a

|§z):1—a (8.2)

P(z) —O(—2)=1—-«
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oder, wegen ®(—2) = 1-®(z), 20(2)—1 = 1 —a, ®(2) = 1 — 5. Diese Zahl z bezeichnet
man auch als ,Quantil der Normalverteilung der Ordnung 1 — 5*:
Das Konfidenzintervall J fiir p ergibt sich dann durch Auflésung der Unglelchung

auf der linken Seite von (8.2) nach p:

z = Zl__

-2 < \/"—anJ < -2
oder ) o ) o
Xn_Zl—%'ﬁgl'LSXn+Z1—%'\/—ﬁ-
Also gilt

S a
Qéu(Xl; sy )(n) = Xn — 212 ) (}(1, cay Xn) = ,X’n + 2’1_% T =

NG
Es liege z.B. eine Stichprobe vom Umfang n = 16 vor mit dem Mittelwert Z14 = 116(xl-l—
..+ x16) = 12.5. Weiters sei bekannt, daf die zugrundeliegende Normalverteilung die
Streuung o? = 0.2? hat. Gibt man Slch eine Irrtumswahrscheinlichkeit von o = 0.05
vor, so findet man aus der Tabelle der Normalverteilung z;_g.0025 = 1.96 &~ 2. Damit
ergibt sich als Schatzintervall
J =1[12.4,12.6],

d.h., mit der Wahrscheinlichkeit 0.95 gilt
124 < pu < 12.6.

Verlangt man eine kleinere Fehlerwahrscheinlichkeit o, so vergroflert sich das Schatz-
intervall. (Z.B. @ = 0.01 ergibt z1_g.005 &~ 2.6 und damit J = [12.37,12.63].)

b) Schitzung des Erwartungswertes einer Normalverteilung bei unbekann-
ter Streuung )

An Stelle der N(0,1)-verteilten Stichprobenfunktion /nX2=£
man jetzt die ZufallsgroBe

im Fall a) benutzt

X, —
T, =+/n S'LL;

ihre Verteilungsfunktion ist eine {-Verteilung mit m = n — 1 Freiheitsgraden. Ist das

Quantil bimgi durch die Gleichung

P(|Tn| S tl—%;n—l) =1-a
gegeben, so erhdlt man als Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1 — «

S tl—%;n—l : Sn S tl—%;n—l ' Sn

X, - =2l "o < X,
Jn SHesAr—m

¢) Schitzung der Streuung o? einer Normalverteilung
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Als Konfidenzintervall fiir o* fiir eine Stichprobe von Umfang n ergibt sich

. 2 _ 2
X1-2in-1 X2in—1

Dabei sind die Quantile xy%. _,, x7_a.. _, der xy’Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden
27 27

definiert durch die Gleichung

P(C g X??;n—l) = ﬁ7

wenn (' eine x2-verteilte ZufallsgroBe mit n — 1 Freiheitsgraden bezeichnet.

d) Schitzung von P(A) fiir grofle n A
In n Versuchen trat das Ereignis A mit der relativen Haufigkeit P, auf. Als Schatz-
intervall zum Konfidenzniveau 1 — « fir die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(A) ergibt

sich
1 . z2 \/pn(n — pn) 22
P+ =2 -2\ —+ 2] <L
n+ 22 ( + 2 “ n + 4 1 —

1 . 2 P(n—P, 2
<p< (Pﬁ%wza\/M 2 )

2
n—+ z;

Dabei sind z, die Quantile der Normalverteilung (s. Beispiel a)).

Beispiel 8.3: Untersuchung von Beton auf Bruchfestigkeit:

Die Zufallsgrofle X ist die Belastung eines Betonwiirfels im Bruchmoment. Es sei be-

kannt, daB X normalverteilt ist (diese Annahme 1a8t sich hdufig durch allgemeinere

Uberlegungen rechtfertigen, “zentraler Grenzwertsatz”) mit der Standardabweichung

o=24 kpcﬁ (bekannt aus fritheren Untersuchungen). Gegeben sei eine Stichprobe vom
Umfang n = 6: z; = 180, 22 = 175, z3 = 182, x4 = 185, z5 = 186, 25 = 182 (je-
weils jn—ps) Gesucht ist eine Konfidenzschétzung fiir g mit Irrtumswahrscheinlichkeit

a = 0.11%, 1% oder 5%. Das Konfidenzintervall ist mit q)(z]_%) =1-3

_ o - o
Xn_zl—%'\/—EaXn+Zl—%'ﬁ .
o Zi_g  Zi-g - ﬁ Konfidenzintervall
Es ergeben sich 0.0013.30  32.307 [149,214] Man kann durch ein-
0.01 258  25.242 [156,207]
0.05 1.96  19.106 [162,201]

fache Betrachtungen auch die Frage beantworten, wie grof§ der Stichprobenumfang n
mindestens sein muf}, damit (bei vorgegebenem «) das Konfidenzintervall eine vorge-
gebene Lange nicht iiberschreitet.
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In diesem Beispiel interessiert praktisch nur die untere Grenze der Bruchsicherheit.
Deshalb betrachtet man oft Konfidenzintervalle der Form (¢,, c0). Die untere Grenze
du( X1, ..., X,,) ergibt sich dann zu

o
(X1 ey X)) = X — 2120 - —.
bu( X ) 1 Jn
Beispiel 8.4: Es wurden an 150 Hiilsen die Durchmesser gemessen. Die zugehorige
Stichprobe hatte einen empirischen Mittelwert z159 = 8.09 und eine zugehorige Stich-

1
probenstandardabweichung s = (ﬁ Zzli?(mz - £150)2)2 = 5.34. Bekannt sei, daf§ die
Durchmesser normalverteilt sind. Gesucht ist ein Konfidenzintervall fiir den Mittelwert

p zum Konfidenzniveau 95%. Entsprechend dem Beispiel b) ergibt sich mit
a=10.05, m=n—1=149, 11-0.025;149 & 11-0.025;00 = 1.96

1.96 - 5.34 1.96 - 5.34

8.09 — 220090 g9 :
Jio —H= /150

also 7.23 < p < 8.95.

8.5 Statistische Testverfahren

Statistische Testverfahren dienen der Priifung von Hypothesen iiber Verteilungen, z.B.
der Hypothese

“Es liegt N(0,1)-Verteilung vor”
“Der Mittelwert u (oder die Streuung o) einer Normalverteilung hat einen
bestimmten Wert pg (bzw. o3).”

Im zweiten Fall spricht man von Parametertests, im ersten Fall von nichtparametri-
schen Tests. Ein Signifikanztest ist eine statistische Entscheidungsregel fiir eine Hy-
pothese, bei der man auf Grund einer (oder mehrerer) Stichprobe(n) eine Hypothese
“ablehnt” oder “keinen Grund fiir eine Ablehnung ” findet. Bei einem Signifikanztest
geht man folgendermaflen vor:

1. Aufstellen einer Hypothese Hy, z.B.: “Verteilung ist N(0,1)-Verteilung”; falls
bekannt, daB Normalverteilung vorliegt: “Mittelwert u = uy”, “Streuung o* =

a3’ “Mittelwerte zweier ZufallsgroBen stimmen iiberein”.

2. Wahl einer Stichprobenfunktion T'( Xy, ..., X,,) (sog. TestgroBe), deren Verteilung
unter der Hypothese Hy bekannt ist. Z.B. im Falle des Vorliegens einer Normal-
verteilung mit bekannter Streuung o*: Hy: “u = po”, wihlt man

X, —
T =m0
a
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3. Vorgabe einer Irrtumswahrscheinlichkeit a. Damit wird ein kritisches Gebiet K,
bestimmt mit

P(T € K, | Hy richtig) = a,
das durch Quantile gegeben ist. Z.B., falls " N(0, 1)-verteilt ist,

PT| 2z z1-4) = @
oder (einseitige Fragestellung)

P(T<z,)=a, P(T >zi_,) =a.

4. Berechnung des Wertes t = T'(x1, ..., ,,) fiir die konkrete Stichprobe.

5. Entscheidung: Gilt ¢t € K, : Hypothese Hy abgelehnt. Gilt ¢ ¢ K, : Es besteht
kein Grund zur Ablehnung der Hypothese H.

Die Entscheidung (5) geschieht bei ¢ € K, aufgrund der Tatsache, daBl ein Wert
t € K, bei richtiger Hypothese Hy nur in a-100% aller Félle auftreten darf (wenn man
etwa sehr viele Stichproben untersucht). Tritt er trotzdem (bei der ersten Stichprobe)
auf, so siecht man darin einen hinreichenden Grund fiir die Ablehnung der Hypothese
Hy.

Auftretende Fehler:

1. Ablehnung von Hj, obwohl Hy richtig ist (sog. Fehler 1.Art, seine Wahrschein-
lichkeit ist ).

2. Kein Einwand, obwohl Hy falsch ist (sog. Fehler 2.Art ).

Praktisch geht es bei Signifikanztests nicht um g = po, sondern darum, ob die
Abweichung |p — po| klein oder grof ist. Deshalb wihlt man «a nicht zu klein, da
kleines @ den Nichtablehnungsbereich zu klein und den Test daher zu empfindlich
gegen Abweichungen von der Hypothese macht. Oft ist es das Ziel zu zeigen, daB p von
po (signifikant) abweicht. Dann stellt man die (provokatorische) Hypothese p = p auf
und hat in der Ablehnung die gewiinschte Schlufifolgerung.

Tests fiir Parameter einer Normalverteilung:

Hypothese Hy Vorraussetzung TestgroBe Ablehnung, falls

= 1o o? bekannt n Xn=tio plEn=iol 5 o W
H=p 5 > 2
X, — T, —
= lo o? unbekannt \/ﬁ’fg—n“‘) ﬁ% > tiogi—1
2 2 (n—1)52 (n—1)s2 2
o’ =0} g unbekannt o2 2 < Xz oder
n—1 s% 2
o2 7 Xi-2m-1
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Es gibt eine Vielzahl weiterer Tests. Z.B. seien zwei Zufallsgrofien X, Y gegeben,
beide seien normalverteilt mit Mittelwerten pux, py und Streuungen %, of. Bekannt
sei, daf} die Streuungen iibereinstimmen. Man hat eine Stichprobe Xy, ..., X, fiir X und
eine Stichprobe Y7, .... Y, zur Verfiigung und soll priifen, ob die Mittelwerte ux, py
iibereinstimmen.

Hypothese Hy: pux = py

Vorraussetzung: 0% = o.
(Xon=Yn)y/mn(m+n-2)

V (m+n)[(m=1)8%+(n—1)5%]
Ablehnung, falls

Testgrofe:

| — gn|\/mn(m +n—2)
Vm 4 n)[(m — 1)sk + (n — 1)s}]

> tl—%;n+m—2 .

Hierbei bedeuten

_ 1m _ 1” 1m 171
Xm = Xi) Yn = - Yi) 7m = 79 77’L = - 3
1 Ui - 1 i —
Sy = ——— X — X)?%, Sy = Y; - Y)?
2= 1 i(m —7)?, SZi= ! zn:(y — )
m—1" TV -1

8.6 Monte-Carlo Methode

7Zu berechnen sei eine unbekannte Grofle m, z.B. der Inhalt eines im Einheitsquadrat
[0,1] x [0, 1] gelegenen Flachenstiickes F'. Man versucht, eine ZufallsgroBe X zu finden
mit Erwartungswert X = m. Dabei sei z.B. D*X = ¢%. Wir betrachten n unabhingige
ZufallsgroBen Xy, ..., X,, mit der gleichen Verteilung wie X und bilden V,, = X1 +...+
X,. Fiir groBes n ist Y annidhernd N(nm,no?)-verteilt. Somit gilt (fiir groBes n)

12 30
PlI=S" X, — 29 ) ~0.997.
('n; ml< ﬁ)

Also ist das arithmetische Mittel L 37, z; von n Realisierungen zy,..., 2, von X ein
brauchbarer Ndherungswert von m.

Zur Berechnung der Flache F' macht man folgendes Zufallsexperiment: Fin Punkt
aus = [0,1] x [0, 1] wird zuféllig ausgewéhlt (auf [0,1] x [0, 1] “geworfen”), und wir

setzen
1 wekF,

XM:{O weF
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Als Naherungswert fiir den Inhalt y(F') der Fliache F' ergibt sich dann (fiir grofies n)

Anzahl der auf F' geworfenen Punkte

F) ~ .
u(F) Gesamtanzahl der auf [0,1] x [0,1] geworfenen Punkte

Um mit der Monte-Carlo Methode das Integral

J = /1</§(x)d$

fur eine (stetige) Funktion ¢ zu berechnen, betrachtet man eine auf [0, 1] gleichmaBig
verteilte Zufallsgrofe X. Dann gilt

J = E§(X) = / () dz.

Um einen Naherungswert fiir £¢(X) zu erhalten, verschafft man sich n Realisierungen
x1,...,x, von X und erhalt

1
=1

n
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