Kapitel S

Satze fiir lineare
Schaltungen

Die besprochenen Eigenschaften elektrischer Schaltungen und die gezeigten Ana-
lyseverfahren gestatten die Ableitung einiger Sdtze, durch deren Anwendung
sich Schaltungsaufgaben oft vereinfachen lassen. Wir werden uns dabei auf
lineare zeitinvariante Schaltungen beschrinken, d.h. die realen Bauelemente
(Widersténde, Spulen, Kondensatoren, Transformatoren u.4.) sind im betrach-
teten Betriebsbereich durch ideale Stromkreiselemente mit konstanten Parame-
tern (R,L,C,M usw.) darstellbar. Neben unabhingigen, idealen Strom- und
Spannungsquellen (uq bzw. i, sind vorgeschriebene Zeitfunktionen) sind auch
linear gesteuerte Quellen zugelassen, also Quellen, bei denen der Quellenstrom
bzw. die Quellenspannung linear (homogen und additiv) von Strémen und Span-
nungen in anderen Zweigen der Schaltung abhingt.

S.1 ﬂ'berlagerungssatz

Der Uberlagerungssatz (Superpositionsprinzip) ist eine direkte Folge der Ad-
ditivitdtseigenschaften linearer Systeme. Er ldsst sich - etwas unprizise - so
formulieren: ,,Die von den Ursachen uj,usz,...,u, abhingige Wirkung y ent-
steht als Uberlagerung aller Teilwirkungen v, ¥z, . .., ¥n, die sich ergeben, wenn
jeweils nur eine der Ursachen vorhanden ist und alle iibrigen null sind.”

Diese Aussage miissen wir fiir unsere Anwendungen prézisieren. Angenom-
men, das Maschenverfahren liefert als Losung des Systems (A.12) zusammen mit
den Gln.(A.9); die Zweigstrome

L=M"Zv'Uw -
Setzen wir noch den Ausdruck (A.11) fiir die Maschenquellenmatrix ein, so ergibt
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sich der i-te Zweigstrom zu

L= }; (MT%W%%)U!M - Z (%Tzle)i,-Q“ : (S.1)
Jede unabhiingige Quelle liefert demnach einen individuellen Beitrag, unbeein-
flusst von den Beitréigen der anderen Quellen. Der gesamte Zweigstrom ist die
Summe dieser Teilstrome. Fir die Zweigspannungen gilt iibrigens der gleiche
Uberlagerungssatz, was sich, etwa vom Schnittverfahren ausgehend, leicht zei-
gen lasst.

Halten wir fest: Der additive Beitrag einer unabhingigen, idealen Quelle zu
einer Zweigspannung oder zu einem Zweigstrom lasst sich in einer linearen Schal-
tung getrennt von den Beitrdgen der anderen unabhingigen Quellen berechnen.
Sie brauchen dazu nur die anderen unabhingigen Quellen aus der Schaltung zu
entfernen, d.h. ideale Stromquellen durch Unterbrechungen und ideale Span-
nungsquellen durch Kurzschliisse zu ersetzen, und kénnen anschlieBend die Teil-
spannung bzw. den Teilstrom im betrachteten Zweig nach einem der gingigen
Verfahren ermitteln. Wichtig ist dabei folgendes:

Iy g1 iy

Z(jw) = Ra + R3+ R +jwL

_ﬁ.l[ lLl

R

Abb.S.1 (a) Die Ersatzschaltung enthalt zwei unabhingige Sinusquellen unterschiedlicher
Frequenz und eine gesteuerte Quelle. Der eingeschwungene Strom im Spulenzweig ist zu be-
stimmen. (b) Die unabhéngige Stromquelle wird entfernt und der Teilstrom ir; berechnet.
(c) Fiir die Berechnung des Teilstroms ip2 wird die unabhéingige Spannungsquelle durch einen
Kurzschluss ersetzt. Die gesteuerte Quelle verbleibt jeweils in der Schaltung. Die Summe aus
ir1 und ip2 ergibt den gesuchten Strom iz.
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¢ Ersatz-Innenwiderstéinde von Quellen sind bei der Deaktivierung in der
Schaltung zu belassen.

e Es sind nur die restlichen unabhangigen Quellen, nicht aber die gesteu-
erten Quellen zu entfernen. Die Parameter der gesteuerten Quellen sind
namlich nicht in den Quellenmatrizen, sondern in der ungeindert zu be-
lassenden Impedanzmatrix enthalten.

Ein einfaches Beispiel soll die Anwendung des Uberlagerungssatzes verdeutli-
chen. Wir wollen fiir die Ersatzschaltung in Abb.S.1a, die neben einer gesteu-
erten Quelle noch eine unabhéngige Sinusspannungsquelle der Kreisfrequenz w,
und eine unabhingige Sinusstromquelle der Kreisfrequenz w, enthilt, den ein-
geschwungenen Verlauf des Stroms i;, im Spulenzweig bestimmen.

Im ersten Schritt berechnen wir den Beitrag iy, zufolge der Spannungsquelle
durch Entfernen der unabhingigen Stromquelle (¢, = 0, Abb.S.1b). Die Erre-
gung erfolgt dann mit der einheitlichen Kreisfrequenz wy, und wir erhalten durch

anwenden der komplexen Wechselstromrechnung und der Stromteilerregel ohne
weiteres

;=Y Iy _ R,
1T Ry —BI,  Ro+R3z+ Ry +jw L’

d.h. fiir den komplexen Effektivwert

R, § X )
I, = —mﬁigq ) Z(jw1) = R+ R3 + Ry, + jui L .

Im zweiten Schritt wird der Beitrag iy2 zufolge der unabhingigen Stromquelle

bestimmt, indem wir die Spannungsquelle durch einen Kurzschluss ersetzen
(uq = 0, Abb.S.1c). Wegen

—l, _ R3
I, Ry + R3 + Ry + jw2 L

ergibt sich sofort

R . ,
I, = —miq ’ Z(jwz) = Ry + R3 + Ry, + jwo L .

Nach dem Uberlagerungssatz erhalten wir schlieBlich

iL = Re [lLl\/ée‘jwlt + le\/iejwzt]

Ry p fwnt R3 ot
- _ . Selwrt| _ juz
Re [Z(jwl)Rly-‘*fe ] Re [Z(m)!‘*ﬁe ’

den gesuchten Stromverlauf im Spulenzweig.
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S.2 Umkehrungssatz

Der Umkehrungssatz - er ist in dhnlicher Form in ganz unterschiedlichen Ge-
bieten der klassischen Physik anzutreffen - lautet in einer vagen Formulierung:
,» Vertauschen Ursache und Wirkung ihren Ort, so erhélt man bei gleich bleiben-
der Ursache dieselbe Wirkung.” Dies gilt natiirlich nur unter gewissen Voraus-
setzungen, und auBerdem sind die Begriffe ,,Ursache” und ,,Wirkung” zu kliren.

Um zu einer prézisen Fassung zu gelangen, werden wir zuerst eine allgemei-
nere Aussage ableiten und diese dann spezialisieren. Wir ziehen dazu aus einer
Schaltung zwei Zweige heraus, von denen wir annehmen, dass sie nicht mit-
einander oder mit Zweigen der restlichen Schaltung S gekoppelt sind (induktiv
oder iiber gesteuerte Quellen) (Abb.S.2). Es kann sich dabei um zwei bereits
in der urspriinglichen Schaltung vorhandene Anschlusspaare handeln, {iber die
unsere Schaltung mit anderen Schaltungen elektrisch verbunden ist (z.B. Ein-
gang und Ausgang eines Zweitors), oder um zusitzliche Anschlusspaare, die
durch Auftrennen von Zweigen entstehen und die Beschaltungen mit weiteren
Stromkreiselementen gestatten. Fassen wir weiters die Zweigspannungen und
Zweigstrome in der restlichen Schaltung S in den Spaltenmatrizen U bzw. I

zusammen und betrachten wir zwei unterschiedliche Verteilungen in der glelchen
Schaltung S (Abb.S.2), so folgt jedenfalls aus dem Satz von Tellegen GI.(T.28)
U Iy + UL+ UT I = Un L + Us L+ U7 T (S.2)

Als néchstes werden folgende Annahmen iiber die restliche Schaltung S getroffen:
§ ist linear, zeitinvariant und enthilt keine unabhiingigen Quellen. Damit
verschwinden in den Zweiggleichungen (A.6) die Quellenmatrizen und es gilt

y=zr. U=zl
-yt =(z1) r-(z0) 1 59
=T =1 (- 2) L

(Beachten Sie: I'TZT] ist eine 1 x 1- Matrix und damit gleich ihrer Trans-
ponierten.) Der letzte Ausdruck liefert null, wenn wir schlieitich z7 = z, d.h.

die Symmetrie der Zweigimpedanzmatrix von S voraussetzen. GL.(S.2)
reduziert sich dann auf den Umkehrungssatz (Reziprozitéitstheorem)

(UL L4+ Uty = Uil + ULy | : (S.4)
1 Ip I I
------ Ot} S S ——— Bt « e — ., W
Tl el
------ O imereend poree et = e e --—-—--O——-O,—‘ O = =
—11 _12 _]1 _12'

Abb.S.2 Zur Herleitung des Umkehrungssatzes. Aus einer Schaltung werden zwei Anschluss-
paare herausgezogen. Dann werden zwei unterschiedliche Verteilungen von Spannungen und
Stromen miteinander verglichen.
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eine bemerkenswerte Aussage, wie Sie gleich sehen werden. Die vorausgesetzte
Symmetrie der Zweigimpedanzmatrix ist iibrigens fiir (Ersatz-)Schaltungen, die
nur aus idealen Widerstdnden, Spulen (mit oder ohne Kopplung) und Kon-
densatoren aufgebaut sind (,,RLCM - Schaltungen”, , lineare passive Schaltun-
gen”), stets gewéhrleistet. Unbedingt notwendig ist eine Beschrinkung auf diese
Stromkreiselemente allerdings nicht. Die Schaltung kann durchaus z.B. nega-
tive (Ersatz-)Widerstdnde oder auch linear gesteuerte Quellen enthalten, wenn
die dadurch bedingten Zweigkopplungen symmetrisch sind, die Symmetrie der
Zweigimpedanzmatrix also nicht zerstort wird.

Sehen wir uns nun Spezialfille an! Angenommen, am ersten Tor wird der
Strom I eingeprigt (Ursache) und als Reaktion darauf erscheint am leerlaufen-
den zweiten Tor die Spannung U, (Wirkung) (Abb.S.3a). Umgekehrt liefere
der gleiche Strom I, am zweiten Tor eingeprigt (Ursache), am ersten Tor die
Leerlaufspannung U} (Wirkung) (Abb.S.3b). Aus G1.(S.4) folgt dann wegen
I, =1, =Iund I, = I) = 0 das Ergebnis U, = U}, die beiden Leerlauf-
spannungen sind demnach gleich. Dies ist insofern bemerkenswert und auch
iiberraschend, als die anderen Zweigspannungen der Schaltung in den beiden
Fallen vollig unterschiedlich sein kénnen.

Die duale Situation sehen Sie in den Abbn.S.3c und d. Hier wird zunichst am
ersten Tor die Spannung U eingeprigt und am zweiten Tor der Kurzschlussstrom
I, bestimmt. Die gleiche Spannung U am zweiten Tor angelegt liefert dann
wegen Gl.(S.4) mit U; = U, = U und U, = U] = 0 den Zusammenhang
I, = I}, also den gleichen Kurzschlussstrom am ersten Tor.

Ein einfaches, konkretes Beispiel soll die Aussagen des Umkehrungssatzes
weiter verdeutlichen. In der Schaltung aus Abb.S.4 speist eine Sinusstromquelle
I, zwei parallele Zweige. Wir interessieren uns zuerst fiir die eingeschwungene

@ ) L
1%2 l_2=_1't 11702

(c) | (d)
g( 1tj0 2 1(}}0 2 )

Abb.S.3 Anwendungen des Umkehrungssatzes (Reziprozitdtstheorem). Bewirkt der Strom
I am ersten Tor die Leerlaufspannung U, am zweiten Tor (a), so ruft der gleiche Strom I am
zweiten Tor die gleiche Leerlaufspannung U} = U, am ersten Tor hervor (b). Und: Bewirkt
die Spannung U am ersten Tor den Kurzschlussstrom I, am zweiten Tor (c), dann erzeugt die
gleiche Spannung U am zweiten Tor auch den gleichen Kurzschlussstrom I{ = I, am ersten
Tor (d). Voraussetzung: Die lineare, zeitinvariante Schaltung S enthélt keine unabhingigen
Quellen und besitzt eine symmetrische Zweigimpedanzmatrix.
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I~

R R,

Abb.S.4 Trotz unterschiedlicher Strom- und Spannungsverteilungen in den beiden Schaltun-
gen liefert der Umkehrungssatz Uy, = U’.
Kondensatorspannung U,. Unter Verwendung der Stromteilerregel ergibt sich

I, -1 Ry +jwL _ JWwC(R +jwl)
I, Ri+Ry+jwLl+1/(jwC) 1-w?LC +jw(Ri + Ry)C ’

I,—1 _ R, +jwL 7
=C jwC - 1-w2LC +jw(Ry + Ry)C™Y"

(S.5)

Liegt dagegen wie in Abb.S.4b die Stromquelle direkt am Kondensator, so kénnen
wir mit dem Umkehrungssatz ohne weitere Rechnung sofort die Zweigspannung
U’ angeben, namlich U’ = U,. Tatséchlich liefert eine Uberpriifung

I' 1/(jwC) _ 1
I, Ri+Ry+jwL+1/(jwC) 1-w?LC +jw(Ry + Ry)C ’

B R; +jwL I
1 —-w?2LC + jw(R1 + Rz)C—q ’

also wieder den Ausdruck (S.5).

U'= (R +jwl)l' =

S.3 Sitze tliber Ersatzquellen

Wie verhélt sich eine Schaltung in Bezug auf irgendeinen ihrer Zweige? Die
nun zu besprechenden Sitze von der Ersatzspannungsquelle und von der Ersatz-
stromquelle - sie gehen im Kern auf Helmholtz zuriick und werden in der eng-
lischsprachigen Literatur meist mit den Namen Thévenin und Norton verkniipft
- geben dartiber fir lineare Schaltungen Auskunft.

Wir betrachten einen beliebigen Zweig mit der Zweigspannung v und dem
Zweigstrom ¢, der mit der restlichen Schaltung nicht gekoppelt ist (induktiv
oder iiber gesteuerte Quellen). Die restliche Schaltung S wird als linear vor-
ausgesetzt, kann aber sonst ganz allgemein aufgebaut sein und auch unabhingige
oder linear gesteuerte Quellen enthalten (Abb.S.5a). Charakteristische Grofien
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von S sind die Leerlaufspannung u; und der Kurzschlussstrom ix (Abb.S.5¢
und d). Weiters definieren wir die der Schaltung & zugeordnete Thévenin-
Schaltung Sr. Dazu werden alle unabhéangigen Quellen aus S entfernt, d.h.
alle idealen Stromquellen werden durch Unterbrechungen und alle idealen Span-
nungsquellen durch Kurzschliisse ersetzt. Die linear gesteuerten Quellen sind
jedoch in der Schaltung zu belassen. Mit diesen Festlegungen gilt:

Satz von der Ersatzspannungsquelle (Thévenin-Theorem): In Bezug auf
ein Tor lisst sich jede lineare Schaltung durch ihre Leerlaufspannung als ideale

Spannungsquelle in Reihe mit der zugeordneten Thévenin-Schaltung ersetzen
(Abb.S.6a).

Satz von der Ersatzstromquelle (Norton-Theorem): In Bezug auf ein Tor
liasst sich jede lineare Schaltung durch ihren Kurzschlussstrom als ideale Strom-

quelle parallel zu der zugeordneten Thévenin-Schaltung ersetzen
(Abb.S.6b).

Beachten Sie: Die Aquivalenzen gelten nur beziiglich des betrachteten Tores.
Beispielsweise werden die Leistungsumsétze in der Schaltung S durch die Er-
satzquellen i.a. nicht richtig wiedergegeben.

Bei der Anwendung dieser Sétze auf eine vorliegende Schaltung S kdnnen
Sie die Leerlaufspannung oder den Kurzschlussstrom mit einem der géngigen
Verfahren berechnen. Wird im Frequenzbereich gearbeitet (komplexe Wechsel-
stromrechnung), reduziert sich die zugeordnete Thévenin-Schaltung als linea-
rer Zweipol mit verschwindender Leerlaufspannung bzw. mit verschwindendem
Kurzschlussstrom auf die Thévenin-Impedanz Z, die Innenimpedanz der Er-
satzquelle. Wenn die Schaltung keine gesteuerten Quellen enthilt, ldsst sich Z,

(a) (b)

Jﬂ lu Tor JPT o

(c) , (d)

i

Abb.S.5 Zur Definition der Ersatzquellen. (a) Der betrachtete Zweig wird aus der Schaltung
herausgezogen und durch ein allgemeines Tor (Anschlusspaar) reprasentiert. (b) Durch Ent-
fernen der unabhingigen Quellen erhilt man aus S die zugeordnete Thévenin-Schaltung St.
KenngroBen der Schaltung sind (c) ihre Leerlaufspannung uy, und (d) ihr Kurzschlussstrom
iK-
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in der Regel durch eine gewo6hnliche Schaltungsumwandlung berechnen (Reihen-
und Parallelschaltung, Dreieck-Stern-Umwandlung). Ansonsten wenden Sie ei-
nes der folgenden Verfahren an:

(i) Legen Sie an das Tor von St eine Spannung U und berechnen Sie den
aufgenommenen Strom . Dann ist Z, = U/I.

(ii) Legen Sie an das Tor von St einen Strom I und berechnen Sie die sich
dabei einstellende Spannung U. Es gilt wieder Z, = U/I.

(iii) Berechnen Sie die Leerlaufspannung U; und den Kurzschlussstrom I,
der urspriinglichen Schaltung S&. Dann ist die gesuchte Impedanz Z; =
Up/lk.

Die Sitze von den Ersatzquellen sind Anwendungen des Uberlagerungssatzes:
Angenommen, wir legen an das Tor von S anstelle der dufleren Beschaltung
eine ideale Spannungsquelle mit der Zweigspannung U als Quellenspannung.
Damit wird die Strom- und Spannungsverteilung in S nicht gedndert. Nach
dem Uberlagerungssatz lisst sich der Strom I nun aufspalten in zwei Anteile,
I=1,+I,, wobei I; nur von den unabhangigen Quellen in S fiir U = 0 herriihrt,
also gleich dem Kurzschlussstrom I, ist, wahrend sich I, ausschliellich zufolge
U nach dem Nullsetzen aller unabhéngigen Quellen in S ergibt, d.h. I} = I,
I, = -U/Zr. Daraus folgt

I=1Ix-U/Zr, (S.6)

was genau den Inhalt des Satzes von der Ersatzspannungsquelle wiedergibt.
Durch Anlegen einer Stromquelle I zeigt man ganz analog

U=U,—-2r1, (5.7)

die Formulierung des Satzes von der Ersatzspannungsquelle.

T AT

(b) ! i !
A APt

Abb.S.6 Beziiglich des betrachteten Tores ldsst sich die Schaltung S ersetzen durch die
zugeordnete Thévenin-Schaltung Sy zusammen mit entweder (a) der Leerlaufspannung uy, von
S als idealer Spannungsquelle oder (b) dem Kurzschlussstrom i von S als idealer Stromquelle.
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Als einfaches Beispiel soll der eingeschwungene Strom im Querzweig ei-
ner Wechselstrombriicke berechnet werden (Abb.S.7a). Wir ziehen dazu den
Querzweig heraus und stellen die verbleibende Schaltung als Spannungsquelle
mit Innenimpedanz dar (Abb.S.7b). Die zugehorige Quellenspannung U ; ldsst
sich als Leerlaufspannung am betrachteten Tor nach der Spannungsteilerregel
sofort angeben (Abb.S.7c):

_ Zy Z3
Ue= (zl iy _Z_3+z4>y-"‘

Ebenso einfach ist die Innenimpedanz Z; als Ersatzimpedanz der zugeordneten
Thévenin-Schaltung zu bestimmen (Abb.S.7d):

.12, AN

Zr=2,125+ Z5l|Z4 = Z+ 2, Zi+Z;

Der gesuchte Strom folgt dann aus

I = — .
0T Zr+Zs.

(c) T (a) T

Abb.S.7 Beispiel zur Anwendung des Satzes von der Ersatzspannungsquelle. In der Wech-
selstrombriicke (a) sind die Quellenspannung U, und die Impedanzen Z, bis Z5 bekannt. Es
soll der eingeschwungene Strom I durch die Impedanz Zg bestimmt werden. Die Parameter

U, und Z; der Ersatzspannungsquelle (b) werden als Leerlaufspannung am betrachteten Tor
(c) und als Ersatzimpedanz der zugeordneten Thévenin-Schaltung (d) betrachtet.
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Ein zweites Beispiel soll das Vorgehen bei gesteuerten Quellen zeigen. Wir
behandeln die vereinfachte, aus einer Stromquelle gespeiste Transistor-Ersatz-
schaltung geméfl Abb.S.8. Gesucht ist der Zusammenhang zwischen der Aus-
gangsspannung uz und dem Ausgangsstrom i; in Abhingigkeit vom Quellen-
strom i, und den Schaltungsparametern. Zuerst wird der Kurzschlussstrom
durch Anwenden der Kirchhoff-Regeln berechnet,

i =13 fir wus =0:

iK = _/B,Ll ) Rli] + RS(Zl - Zq) = 0 ? (88)
i = ——_ﬁRS 1
K Rs+ Ry’
Ahnlich ergibt sich fiir die Leerlaufspannung
ur = Uz fiir ’i2 =0:
up = —RofBiy , Ryi1 +aup + Rg(iy —i4) =0, (S.9)
—BRsR;
Uy =

Rs + R; — afR, ‘e

Die Ersatzimpedanz Z; der zugeordneten Thévenin-Schaltung, berechnet nach

dem Verfahren (iii), reduziert sich in unserem Fall auf einen Widerstand mit
dem Wert

uy, (Rs + R1)R2
_ur _ ' 1
1K RS -+ R1 - aﬁRg (S 0)

Damit liegt das Ergebnis bereits vor (Abb.S.9).

Die Methode der Ersatzquellen liefert als Rechenverfahren fiir bestimmte
Aufgaben die Antworten mit geringem Aufwand. Noch wichtiger ist jedoch die
damit verkniipfte Betrachtungsweise: Wie kompliziert eine lineare Schaltung
auch immer sein mag, von einem Tor aus gesehen lisst sie sich jedenfalls als
einzelne Impedanz in Reihe mit einer idealen Spannungsquelle oder als einzelne
Impedanz parallel zu einer idealen Stromquelle betrachten.

Abb. S.8 Beispiel zur Anwendung von FErsatzquellen. Eine vereinfachte Transistor-
Ersatzschaltung wird von einer Stromquelle angesteuert. Gesucht ist der Zusammenhang der
Ausgangsgrofien u2 und iz bei beliebiger Ausgangsbeschaltung.
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(a) Iz (b) Fr iy

u
RT u2 L( u2

—_—0

Abb.S.9 Beziiglich des Ausgangs lisst sich die ganze Schaltung aus Abb.S.8 gleichwertig
darstellen entweder als Stromquelle (a) oder als Spannungsquelle (b), jeweils mit dem Innen-

widerstand Rp. Die Groflen iy, ur und Ry sind durch die Ausdriicke (S.8), (8.9), (5.10)
gegeben.

S.4 Fragen

Wann nennen wir eine Schaltung linear und zeitinvariant?
Was genau verstehen Sie unter einer linear gesteuerten Quelle?
Wie lautet der Uberlagerungssatz in einer vagen, aber treffenden Formulierung?
Was driickt der Uberlagerungssatz fiir elektrische Schaltungen aus? Unter wel-
chen Voraussetzungen gilt er?
5. Konnen Sie das Reziprozitdtstheorem in einer unprizisen, aber einprégsamen
Form wiedergeben?
6. Welche Eigenschaften miissen elektrische Schaltungen besitzen, damit der Um-
kehrungssatz anwendbar ist? Was besagt er?
7. Wie lauten die Sitze von den Ersatzquellen? Unter welchen Voraussetzungen
gelten sie?
8. Wie ist die zugeordnete Thévenin-Schaltung definiert? Warum miissen Sie ge-
steuerte Quellen in der zugeordneten Thévenin-Schaltung belassen?
9. Unter welchen Umstéinden ldsst sich die zugeordnete Thévenin-Schaltung durch
eine Impedanz darstellen? Wie finden Sie diese?
10. Welche Rolle iibernimmt die Thévenin-Impedanz in den Ersatzquellen?

o

S.5 Aufgaben

AS.1 Uberlagerungssatz: Die Ersatzschaltung aus Abb.AS.1 enthilt links
eine Sinusspannungsquelle und rechts eine Gleichspannungsquelle. Die mittlere
Quelle ist linear gesteuert. Berechnen Sie zuerst den Stromverlauf i3(t) und
dann die Leistung, die der Widerstand Rj3 im zeitlichen Mittel aufnehmen muss.




44

S Sétze fiir lineare Schaltungen

u2,= RE(UQﬂ,Zejwt)y UQ1=5V)' u22.=U22-=’0V" /3 =9

Abb.AS.1

AS.2 Auswirkung einer Spannungsénderung;: Untgzrsuchen Sie, wie sich in
der Wechselstrom-Ersatzschaltung aus Abb.AS.2a eine Anderung der Spannung

U, auf den Strom I; (komplexe Effektivwerte) im eingeschwungenen Zustand
auswirkt, d.h. berechnen Sie AI; zu AU,.

Abb.AS.2a

AS.3 Umkehrungssatz: An einem reziproken (kopplungssymmetrischen) Zwei-
tor (Abb.AS.3) werden im eingeschwungenen Zustand die Spannungen und Stréme

U, =3,45V; I, =1,00A- 18,4 :
Uy, =0; I, =—-0,71A - e—i26,6°

gemessen. Berechnen Sie daraus den Eingangsstrom [ 1/ bei gleichzeitigem An-
liegen der Spannungen

Uf = 5,00V ei90° U= 5,00V.
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I, ,_Z'2
O e d ” o
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Abb.AS.3a

AS.4 Ersatzstromquelle: Die in Abb.AS.4a angegebene Beschaltung eines
Tores soll fiir den eingeschwungenen Zustand durch die dquivalente Stromquelle
nach Abb.AS.4b ersetzt werden. Bestimmen Sie deren Parameter Zr %nd I,.

T=2mhe
1kHz

S
]

}‘ 0z | f

L Abb.AS.4b

Abb.AS.4a

AS.5 Ersatzspannungsquelle: Der Schaltungsteil aus Abb.AS.5a - er enthalt
eine unabhingige Sinusspannungsquelle und eine gesteuerte Stromquelle - soll fiir

eine nachfolgende Wechselstromanalyse durch eine dquivalente Spannungsquelle
ersetzt werden. Bestimmen Sie deren Parameter.

.'”T.{DTL
£yl
R, c
4, 2 |4

Abb.AS.5a




Kapitel Z

Ziweitore

Elektrische Schaltungen werden in der Regel funktionsgerichtet entworfen, d.h.
sie haben bestimmte Aufgaben zu erfiillen. Beispielsweise soll ein Verstirker zu
einem vorgegebenen Eingangssignal ein entsprechend vergrofertes, sonst aber
moglichst getreues Abbild als Ausgangssignal liefern, oder ein Filter soll Signale
in einem bestimmten Frequenzbereich moglichst unverindert iibertragen, andere
aber sperren. Wie eine Schaltung diese ihr iibertragene Aufgabe im Detail erle-
digt, ist fiir viele Anwendungen von untergeordneter Bedeutung. Es kommt in
dieser funktionsorientierten Betrachtungsweise also auf das Eingangs-Ausgangs-
Verhalten an, oder, etwas allgemeiner ausgedriickt, auf die Beantwortung der
Frage, welche Ursachen welche Wirkungen hervorrufen.

Die elektrische Wechselwirkung einer Schaltung mit ihrer Umgebung erfolgt
bekanntlich {iber die Stréome und Spannungen an den dufleren Anschliissen. Gibt
es insgesamt n > 2 Anschlusspunkte oder Pole, dann nennen wir solch eine Schal-
~ tung einen n-Pol und es stellt sich die Aufgabe, die Zusammenhinge zwischen
den Anschlussstromen und den Anschlussspannungen zu beschreiben.

Z.1 Mehrtore

Fir die Anwendungen von besonderer Bedeutung sind mehrpolige Schaltungen,
die durch &uflere Zweipole derart betrieben werden, dass sich die Anschliisse
paarweise zu Toren zusammenfassen lassen. Dabei nennen wir ein Anschluss-
paar dann ein Tor, wenn der an dem einen Anschluss zuflielende Strom zu jedem
Zeitpunkt gleich dem am anderen Anschluss abflieBenden Strom ist. Eine Schal-
tung dieser Art mit n Toren heifit n—Tor, in einer friiher iiblichen Bezeichnung
auch 2n—Pol (Abb.Z.1).

Ganz wesentlich fiir die folgen Uberlegungen sind zwei Voraussetzungen: Die
Stromkreiselemente, aus denen unser n—Tor aufgebaut ist, verhalten sich im
betrachteten Betriebsbereich linear (genauer: sind durch lineare Elementglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten beschreibbar), und, die innere Schaltung
enthilt keine unabhingigen Strom- oder Spannungsquellen. Uberdies er-
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folgt die Beschreibung im Rahmen der komplexen Wechselstromrechnung;
mit den Stromen und Spannungen sind in der Regel deren komplexe Effektiv-
werte gemeint. Damit kénnen wir den Uberlagerungssatz (das Superpositi-
onsprinzip) in seiner algebraischen Form verwenden, d.h., grob gesprochen, jede
Wirkung als Linearkombination ihrer Ursachen angeben.

Nehmen wir zuerst an, die n Torspannungen U;,U,,...,U,, bilden ein un-
abhéngiges (frei wihlbares) System von Erregungen (Ursachen), und als Reak-
tion (Wirkung) darauf entsteht das System der n Torstréme I,,I,,...,I,. Da
es in der Schaltung sonst keine unabhingigen Quellen (Ursachen) gibt, lassen
sich die Torstréme ohne weiteres als Linearkombinationen der Torspannungen
in'der Form der Admittanzgleichungen des n—Tors darstellen,

L =Y, Ui +Y U +...+ YU,
=Y U + YU, +...+Y5,U

-_n

(Z.1)
.I_n = any_l + an_q2 +ot Znngn b

oder, mit den n x 1— Matrizen
I = l ’-_[_ ) ln T7
I=1[I,I, J ; 2.2)
Q = LQ17Q27 . _U_n]

und der n X n— Matrix Y der Koeflizienten Y, in der kompakten Schreibweise

~

,L =YU . (Z.3)

Die Matrix Y heifit Admittanzmatrix des n—Tors, ihre Elemente sind die

Admittanzparameter. Insbesondere nennt man Y ,; die Kurzschlussadmittanz
des Tors ¢ - es handelt sich ndmlich um die Eingangsadmittanz dieses Tors,
wenn alle anderen Tore kurzgeschlossen sind. Weiters heifit Y, mit i # j die
Kopplungsadmittanz des Tors ¢ mit dem Tor j fiir Kurzschluss an allen
Toren mit Ausnahme des Tors j (Y;; = I;/U; mit U, = O fiir alle k # j).

Wir konnen aber auch die n Torstrome als voneinander unabhingige Erre-
gungsgrofen betrachten und erhalten dann umgekehrt die n Torspannungen aus

1 .ﬁ... 1, 2 é.. 2’ e no _:ljﬁ.. H,
1 I 1, 1 In I,
n—Tor

Abb.Z.1 n—Tor mit Spannungen und Stréomen im Verbraucherbezugssystem. An jedem Tor
ist der zuflieBende Strom gleich dem abflieBenden.
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den Impedanzgleichungen des n—Tors,

Uy =ZnILi +Zpli+...+ 25,1

=n

Uy =2y +Zoplo+ ...+ 2,1

—-n

: (Z.4)
Up=Znly + ZopLy + -+ Zyl,
oder in Matrixform,
U=2I. : (Z.5)

Die n x n - Matrix Z ist die Impedanzmatrix des n—Tors, ihre Elemente

4,;; heifen Impedanzparameter. Im speziellen nennen wir Z;; die Leerlauf-
impedanz des Tors 4, weil sich diese Grofle als Eingangsimpedanz dieses Tors
ergibt, wenn alle anderen Tore offen sind. Fiir ¢ # j heifit Z,;; die Kopplungs-
impedanz des Tors ¢ mit dem Tor j fiir Leerlauf an allen Toren mit Ausnahme
des Tors j (Z;; = U;/I; mit I} =0 fiir alle k # j).

Ist die Admittanzmatrix Y und die Impedanzmatrix % eines Mehrtors re-

gulér, so besteht der Zusammenhang

z=y . (Z.6)
Wir nennen ein Mehrtor im speziellen kopplungssymmetrisch oder reziprok,
wenn seine Admittanzmatrix bzw. seine Impedanzmatrix symmetrisch ist.

Es kann vorkommen, dass die gewihlten Erregungsgréfen nicht unabhingig
voneinander vorgebbar sind. In solchen Fillen miissen die beschreibenden Glei-
chungen nicht notwendig in der Form (Z.1) oder (Z.4) existieren - ein typisches
Beispiel dafiir ist der ideale Transformator; es gibt aber immer mindestens eine
der nun zu besprechenden gemischten Formen.

Wir teilen alle Tore eines betrachteten n—Tors in zwei Klassen ein: Die erste

Klasse enthalte k Tore (,,Eingangstore”) mit den Spannungen U,,...,U, und
den Strémen [,,...,I,, die zweite Klasse die restlichen n — k Tore (,,Ausgangs-
tore”) mit den Spannungen Uy, ,,...,U, und den Strémen I),,...,1,:

QE=[_Q17"',QI€]T? QA:[QkH-lv""Q.n]T’ 7.7
£E=[£1,-~-7lk]T, £A:[1k+la"' I ]T' ( ' )

r=n

Werden nun die & ,,Eingangsspannungen” U g und die n — k ,,Ausgangsstrome”
I 4 in Abhéngigkeit von den k ,,Eingangsr;trémen” Ie und den n — k ,,Aus-
gangsspannungen” U a dargestellt, ergeben sich die Reihenparallelgleichun-
gen oder Hybridgi::ichungen

Us| _ IE & = HEer, Hea 78
Ta =H Ua mit H = . (Z.8)

Hap, Haa
Die n x n—Matrix H heifit Reihenparallelmatrix oder Hybridmatrix. Sie

ist immer quadratisch, wie auch die Teilmatrizen Hgg und H 4 (k X k—Matrix
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bzw. (n— k) x (n — k)—Matrix). Dagegen sind die Teilmatrizen Hpa und Hag
i.a. nicht quadratisch. ~
Eine andere Moglichkeit ist, die ,,Eingangsstréme” J g und die ,,Ausgangs-
spannungen” U4 durch die ,,Eingangsspannungen” U’;; und die ,,Ausgangs-
strome” r{ A a{l\ézudriicken. Dies liefert die Parallelrefflengleichungen

IE P Ue & p Pee, PEa (2.9)
= m = . .
Ua ~1la Y PaE, Paa
Fiir die Parallelreihenmatrix P und ihre Teilmatrizen gelten die gleichen Aus-
sagen wie fiir die Matrix H. Ist die Reihenparallelmatrix H und die Parallelrei-
henmatrix P regulér, so sind sie zueinander invers,

H=p . (Z.10)

~

Wir nennen ein n—Tor torzahlsymmetrisch wenn die Anzahl der , Ein-
gangstore” gleich der Anzahl der ,,Ausgangstore” ist, also k = n/2 gilt. In
diesem Fall lassen sich die insbesondere fiir Kettenschaltungen (Hintereinander-
schaltungen) von Mehrtoren geeigneten Kettengleichungen

Uk 2 Ua it A= AEE , AEA (z.11
Ie| ~|—Ia o " |A4aE, Aaa 1)
angeben. Beachten Sie das bei der einheitlichen Verwendung des Verbraucherbe-
zugssystems auftretende Minuszeichen an [ 4 (Konvention!). Die Kettenma-

trix A ist quadratisch, ebenso die vier angegebenen Teilmatrizen. Fiir kopp-
lungssymmetrische (reziproke) Mehrtore gilt iiberdies

det (é) =1. (Z.12)

Im folgenden werden wir diese und dhnliche Begriffsbildungen spezialisieren und
weiter ausbauen.

2

7.2 Zweitorgleichungen

Unter den Mehrtoren besitzen die Zweitore (Abb.Z.2) eine herausragende Bedeu-
tung fiir die elektrotechnischen Anwendungen. Sie weisen einige Besonderheiten
auf, die nun in knapper Form dargestellt werden sollen. Wie schon bisher setzen
wir auch weiterhin voraus, dass die jeweils zugrundeliegende Schaltung linear
ist, keine unabhingigen Quellen besitzt und im Rahmen der komplexen
Wechselstromrechnung beschrieben wird.

Die beschreibenden Gleichungen eines linearen Zweitors ohne unabhéngige
Quellen - sie folgen unmittelbar aus dem Uberlagerungssatz - lassen sich durch
Spezialisierung der Mehrtorgleichungen sofort angeben. Insgesamt gibt es sechs
mogliche Formen, von denen aber nicht in jedem Fall alle existieren.
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Admittanzform
I, =Y, U, +Y,,0,, oder [_.[1] _y [_g_l]
I, =Y U, +Y5U, I ~ K2
Impedanzform
Uy=2n1, + 2,1, oder {Ql] -y El]
Uy=2y1, + 21, U, ~ {4

Kettenform (Primérform)

Uy =AU, — Ayl oder [_l[l] 4 [ Qz}
I, = AUy — Ayl, L ~ =L

Umgekehrte Kettenform (Sekundérform)

U, =B,U; + Byl ,

e [3]-2f]
Iy = =By Uy — Byl 22 ~la

Reihenparallelform (Hybridform)

U, =H,,I,+H

Uy=H, I, + H,U,, oder [_1} —g [:’.1 ]

I, = Hyl, + HyU, L] ~1Us
Parallelreihenform

I, =P P
I =P U, + Poly, oder [_1 } _p [_U_‘l]
Uy = PyU, + Pyl Ual ~|L

Zweitore

(Z.13)

(Z.14)

(Z.15)

(2.16)

(Z.17)

(2.18)

Wie die jeweiligen Koeffizienten (Zweitorparameter) zu interpretieren sind und
wie sie im Prinzip auch gemessen werden kdnnen, lisst sich nach dem Herstellen
passender Leerlaufe und Kurzschliisse an den beiden Toren leicht angeben.
Natiirlich sind die sechs Zweitormatrizen fiir ein gegebenes Zweitor nicht
unabhéingig voneinander. Ihre vollstindigen Zusammenhinge zeigt Tab.Z.1. Im

speziellen gilt

z=Yy', B=A"1, P=H",

~ o~ ~ o~ ~

Regularitit der Matrizen vorausgesetzt.

1y Iz

O
O

(Z.19)

U (1)  Zweitor (2)

[

Q

i} I

o

Abb.Z.2 Zweitor (Vierpol) mit angeschlossenen Netzwerken. An beiden Toren ist das Ver-

braucherbezugssystem zugrundegelegt.
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(a) CIl 120
U 0) Us I, =0, L[ 1fa 0
ayl Q2:ag_17 ~ 0 0

O~ O

1 1

(b) c1 20
=1 U, =0, A_[O 0 ]
Y % I, =-p8I,, ~ |0 1/8

[o O

Abb.Z.3 (a) Idealer Spannungsverstirker und (b) idealer Stromverstirker, dargestellt durch
linear gesteuerte Quellen. Angegeben sind auch die Elementgleichungen und die Kettenmatri-

zen.
I n I
(a) o ° U, =nl,, A=1" 0
~ 0 1/n
Ul U2 12_-n£1a
o -0
4 I A I
o O (o O
U nt&(() - |, U|-%I C)),‘,—U, 12
o— 0 o o
4 g I
(b) o = o I, =gU,, A:[O 1/9]
ut DICEE I, =~gU,,
[= O

4 1
Lo 0
U gugé é—gyl v U —ff_fz(( )-{,r_ll U
o2 O (o O

Abb.Z.4 (a) Idealer Transformator und (b) idealer Gyrator. Schaltzeichen, Elementgleichun-
gen, Kettenmatrizen und mogliche Darstellungen durch linear gesteuerte Quellen.
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In den Abbildungen Z.3 und Z.4 sehen Sie, symbolisch dargestellt, vier ele-
mentare Zweitore zusammen mit ihren Kettenmatrizen. Die anderen Zweitor-
matrizen - falls sie existieren - konnen entweder aus den ebenfalls angegebenen
Elementgleichungen abgelesen oder aus é mit Hilfe von Tab.Z.1 berechnet wer-

den. Weitere einfache Zweitore und die zugehorigen Zweitormatrizen sind in
Tab.Z.2 zusammengestellt.

Z.3 Symmetrien

Zwischen den vier im allgemeinen unabhingigen Elementen einer Zweitorma-
trix bestehen immer dann Bindungen, wenn das Zweitor Symmetrien besitzt
beziiglich seines Aufbaus (Aufbausymmetrie, Struktursymmetrie) oder beziig-
lich seines Betriebsverhaltens (funktionale Symmetrie). Hinsichtlich des Auf-
baus unterscheiden wir zwischen der Aufbau-Lingssymmetrie - die Schal-
tung ist spiegelsymmetrisch beziiglich einer vertikalen Achse, z.B. in Tab.Z.2
die Zweitore 1, 2 und, mit Z, = Z,, auch die Zweitore 3, 6 und 7 - und der
Aufbau-Quersymmetrie - die Schaltung ist spiegelsymmetrisch beziiglich ei-
ner horizontalen Achse, z.B. in Tab.Z.2 das Zweitor 2 und, mit Z,; = Z,, auch
das Zweitor 3.

Die Aufbausymmetrie schlagt sich natiirlich in der fiir das Betriebsverhalten
wichtigeren funktionalen Symmetrie nieder. Ein Zweitor heiit kopplungssym-
metrisch (reziprok), wenn der Umkehrungssatz (das Reziprozitétstheorem) in
der Form der Gl.(S.2) gilt. Daraus folgen die jeweils gleichwertigen Beziehungen

Y= Yo, Zyy = LZoy

(Z.20)
det (é) =ApAgp —Apldn =1.
Die Admittanzmatrix und die Impedanzmatrix eines kopplungssymmetrischen
Zweitors sind also symmetrisch, die Determinante seiner Kettenmatrix besitzt
den Wert 1. Aquivalente Bedingungen fiir die anderen Matrizen konnen Sie mit
Tab.Z.1 ableiten. Von den in Abb.Z.3 und in Abb.Z.4 angegebenen elementaren
Zweitoren ist nur der ideale Transformator kopplungssymmetrisch. In Tab.Z.2
finden Sie dagegen nur kopplungssymmetrische Zweitore.
Wir nennen ein Zweitor dann impedanzsymmetrisch, wenn die jeweilige
Eingangsimpedanz bei beliebiger Abschlussimpedanz unabhingig von der Be-

triebsrichtung ist. Diese Eigenschaft bedeutet fiir die Koeffizienten das Bestehen
der gleichwertigen Beziehungen

Y1=Yy, 2y =2y, _411 = Ag (Z~21)

und weiterer gleichwertiger Bindungen zwischen den Elementen der anderen
Zweitormatrizen, die aus Tab.Z.1 ablesbar sind. Beispiele fiir impedanzsym-
metrische Zweitore finden Sie in Tab.Z.2 in den Zeilen 1, 2, 3 und, mit Z, = Z,,
auch in den Zeilen 6 und 7. Aufbau-Léngssymmetrie ist hinreichend fiir Impe-
danzsymmetrie, aber nicht unbedingt notwendig.
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Ist ein Zweitor sowohl kopplungssymmetrisch als auch impedanzsymmetrisch,
werden wir es schlicht symmetrisch nennen. Es gelten dann gleichzeitig die
Beziehungen (Z.20) und (Z.21), und dies bedeutet die Unabhangigkeit aller Be-
triebseigenschaften von der Betriebsrichtung: Das Vertauschen der beiden Tore
ist ohne Einfluss auf die angeschlossenen Stromkreise.

Von den vier Parametern eines Zweitors sind im kopplungssymmetrischen
oder im impedanzsymmetrischen Fall nur drei voneinander unabhéngig. Symme-
trische Zweitore lassen sich schon mit zwei Parametern vollstédndig beschreiben,
z.B. mit Y;; und Y.

Z.4 Ersatzschaltungen

Unabhingig von der konkreten schaltungstechnischen Realisierung konnen wir
zu jedem Zweitor mindestens eine einfache Ersatzschaltung angeben. Die in der
Regel frequenzabhingigen Ersatz-Stromkreiselemente sind dabei so zu wéhlen,
dass sich im betrachteten Betriebsbereich und Rahmen der zugrundeliegenden
Fehlergrenzen von den beiden Toren her gesehen keine Unterschiede zur ur-
spriinglichen Schaltung ergeben.

Das Auffinden einer Ersatzschaltung gestaltet sich besonders einfach, wenn
wir neben allgemeinen Impedanzen auch linear gesteuerte Quellen verwenden.
Die Admittanzform, die Impedanzform, die Reihenparallelform und die Parallel-

reihenform der Zweitorgleichungen lassen | sich damit direkt abbilden
(Abb.Z.5).

I, =Y, U +Y,,U,, U, =21, + Z101,,
I,=Y,U, +Y,5U, Uy =211 + 21,
I _Hu I . (a) 1 B2 o,
Halp
Mool Ua ul A >f21U1 123
O © O

Q1 = _Iiull +ﬂ12Q2 ’ 11 = f_llgl +£12£2 )
I, = Hy I + HypU, Uy = PyU; + Pyl

Abb.Z.5 Ersatzschaltungen allgemeiner linearer Zweitore mit Impedanzen und gesteuerten
Quellen. Die Admittanzform (a), die Impedanzform (b), die Reihenparallelform (c) und die \J -
Parallelreihenform (d) lassen sich damit direkt abbilden. Q \

I
‘t"g\ﬁ‘ N
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(a) —Ye (b) Zu-Zi2 Z22 ~Zi2

VAR

=,

0

Abb.Z.6 (a) I[I-Ersatzschaltung und (b) T—Ersatzschaltung fiir kopplungssymmetrische

(reziproke) Zweitore (Y1, = Y41, 215 = Zj;). Fiir symmetrische Zweitore gilt zusatzlich
Yy, =Yy baw. 2y = Zy,.

Fiir kopplungssymmetrische Zweitore kénnen wegen der Bedingungen (Z.20)
immer zwei einfache Ersatzschaltungen angegeben werden, die II—-Schaltung und
die T—Schaltung, die jeweils nur drei Impedanzen enthalten (Abb.Z.6). Ist das
Zweitor zusitzlich impedanzsymmetrisch, insgesamt also symmetrisch, so sind
zwei der drei Impedanzen gleich. In diesem Fall ist als Ersatz z.B. auch die
symmetrische Kreuzschaltung aus Abb.Z.7 moglich.

Die Tatsache, dass sich zu jedem Zweitor mindestens eine einfache Ersatz-
schaltung aus Zweipolen angeben lisst, bedeutet allerdings nicht, dass sich diese
Elemente auch auf einfache Weise realisieren lassen. Die Impedanzen bzw. Ad-

mittanzen der Ersatzschaltungen haben im allgemeinen nur eine rechnerische
Bedeutung.

Zyy =Zoy = 5(Za+ Z1) s

[N

1
Liyp=4y = 5(&2 - Zl)

Abb.Z.7 Symmetrische Kreuzschaltung als mégliche Ersatzschaltung fiir symmetrische Zwei-
tore.

Z.5 Zusammenschalten von Zweitoren

Durch eine passende Kombination von Zweitoren konnen neue Zweitore gebil-
det werden. Abb.Z.8 zeigt vier mogliche Falle, wobei sich die fiir die jeweilige
Schaltung mafigebende Matrix des neuen Zweitors als Summe der entsprechen-
den Matrizen der urspriinglichen Zweitore ergibt. Dies folgt unmittelbar aus
der Addition der Grundgleichungen (Z.13), (Z.14), (Z.17) und (Z.18) fiir die
zu kombinierenden Zweitore. Beim Zusammenschalten von Zweitoren miissen
Sie folgendes beachten: Damit die Grundgleichungen fiir die zu kombinierenden
Zweitore in ihrer urspriinglichen Form giiltig bleiben, muss jeweils die Torbe-
dingung erfiillt sein, d.h. an jedem Tor muss der eintretende Strom gleich
dem austretenden sein. Bei den angegebenen Kombinationen ldsst- sich dies
ohne zusitzliche Mafinahmen i.a. nicht sicherstellen, weil durch die erzwun-
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1

H=Hi+H P=pi+P &

Abb.Z.8 (a) Parallelschaltung, (b) Reihenschaltung, (c) Reihenparallelschaltung und (d)
Parallelreihenschaltung von Zweitoren. Fiir die sichere Einhaltung der Torbedingungen wurde
je ein Zweitor mit einem idealen Transformator mit der Ubersetzung 1 kombiniert. Die ent-
stehenden Zweitore werden beschrieben durch die fiir den Schaltungsfall jeweils zusténdige
Zweitormatrix als Summe der entsprechenden Matrizen der Teilzweitore.

genen Spannungsgleichheiten an den Lingszweigen Ausgleichsstrome entstehen.
Abhilfe bringt z.B. die Beschaltung des Eingangs oder des Ausgangs eines der
beiden Zweitore mit einem idealen Transformator des Ubersetzungsverhéltnisses
n = 1. Entfallen kann der zusétzliche Transformator dann, wenn die beiden
Zweitore durchgehende Kurzschlussverbindungen besitzen und diese beim Zu-

sammenschalten aneinandergelegt werden. Einfache Beispiele dafiir sehen Sie in
Abb.Z.9.

Die fiir die Anwendungen wichtigste Kombination von Zweitoren ist die Ket-
tenschaltung: Die Ausgangsklemmen des einen Zweitors werden direkt mit den
Eingangsklemmen des anderen Zweitors verbunden (Abb.Z.10). In diesem Fall
ist die Kettenmatrix zustindig, die sich fiir das entstehende Zweitor als das
Produkt der Kettenmatrizen der Teilzweitore ergibt. Dies folgt unmittelbar
aus der Kettenform (Z.15) der Zweitorgleichungen. Beachten Sie, dass es bei
der Kettenschaltung von Zweitoren auf deren Reihenfolge ankommt, weil das
Matrixprodukt i.a. nicht kommutativ ist.

Die Kettenschaltung von zwei Zweitoren lisst sich sofort auf den allgemei-
nen Fall der Kettenschaltung von n Zweitoren erweitern. Wir erhalten fiir die
resultierende Kettenmatrix

A=Aids. . An=[] 4k - (2.22)
k=1

Abb.Z.11 zeigt ein einfaches Beispiel. Manchmal ist das Arbeiten mit der um-
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(a) —
Y
1 2
=>
U Y b L 2’
e

—
on

1

o,
1 2

Abb.Z.9 Darstellung eines iiberbriickten T—Glieds als Parallelschaltung (a) eines T—Glieds
und einer Langsimpedanz und als Reihenschaltung (b) eines II-Glieds und einer Querimpe-
danz. Da die Teilzweitore jeweils durchgehende Kurzschluiverbindungen besitzen, die beim
Zusammenschalten aneinandergelegt werden, kann die Zusatzbeschaltung mit einem idealen
Ubertrager entfallen. Die Matrizen der Teilzweitore sind in Tab.Z.2 angegeben.

gekehrten Kettenform (Z.16) von Vorteil. Fiir eine n—gliedrige Kette gilt dann
n—1

B=BnBn1-Bi= ][] Bas , (.23)
k=0

die Reihenfolge der Faktoren ist also gegeniiber der in G1.(Z.22) umgekehrt!. Die
Kettenschaltung kopplungssymmetrischer (reziproker) Zweitore - Kennzeichen:
det(A) = 1 - ist iibrigens wieder kopplungssymmetrisch?.

1 2 1 2
eamne ¢ 2 Ot o Q)

A, Az => A=4140
Ot ~ —0——— O] —o0
1 2 i 2’

Abb.Z.10 Kettenschaltung von Zweitoren. Die Kettenmatrix des entstehenden Zweitors ist
das Produkt der Kettenmatrizen der Teilzweitore in der Reihenfolge der Kettenglieder.

1Fiir regulire Matrizen 41 und 42 gilt (4142)"' = 457 AT
2det( 41 A2)=det(A1)det(42)
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1 2 1 2
o L — | h— O
z [l[] v Z = a|,z
o -0 —
{ 2’ ¥ 2
|1 Zy| |1 0| Zy _|1+24)Yy, Z,+2,+2,2,Y,
~7 0 1]lYy 1jj0 1] |Ys, 1+2Z,Y,

Abb.Z.11 Magliche Darstellung eines T—Glieds als Kettenschaltung von drei Zweitoren. Die
Kettenmatrizen sind in den Zeilen 1, 2, und 6 der Tab.Z.2 angegeben.

Z.6 Charakteristische Impedanzen

Wir stellen nun folgende Fragen: Welche Impedanz Z g, = U, /I, erscheint am
Eingang eines Zweitors, wenn der Ausgang mit der Impedanz Z, abgeschlossen
ist? Und umgekehrt: Welche Impedanz Z g, = U,/I, ergibt sich vom Ausgang
her gesehen, wenn am Eingang die Impedanz Z; liegt (Abb.Z.12)? Mit Hilfe
der Kettengleichungen (Z.15) lassen sich diese Fragen leicht beantworten. Wir
erhalten die Betriebsimpedanzfunktionen

AnZy+ A

Zpi(Zy) = 55— Zpo(Z1) = ===

- , 7.24
Ap1Zo + Agp ( )

und aus diesen ergeben sich vier charakteristische Impedanzen als spezielle
Werte fiir Leerlauf und Kurzschluss, ndmlich die Leerlauf- und Kurzschluss-
impedanzen

[3;
18

1 Ay

_Z.. 0 == 0 =3 b —Z_ (m) =0 _Z_ b
5:(0) Ay Yy Bl An N (Z.25)
A 1 A
Zp2(0) = iﬁ‘ = 72; , Zpy(0) = :i =2y -

Darin bedeuten Zg,(0) = Zg; und Zg,(00) = Z;, die primar zu messenden
Impedanzen bei sekunddrem Kurzschluss bzw. Leerlauf, analog Zg,(0) = Z
und Zpo(00) = Z;,. Diese Werte sind charakteristisch fiir das betrachtete
Zweitor.

Zwei weitere hiufig gebrauchte charakteristische Impedanzen von Zweitoren

I 1 1 1>
Ui (1) (?) l_Uz Zy Zl” yll (1) (?) l_Uz
o—-1 | N L—o
Zpi(Z,) =U,/14 Zp2(Z,) =Uy/1,

Abb.Z.12 Zur Definition der Betriebsimpedanzen Z g, und Zp,. Sie hingen im allgemeinen
von den jeweiligen Abschlussimpedanzen Z, bzw. Z; der anderen Seite ab.
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sind die Wellenimpedanzen® Zy,, und Zy,,. Sie sind dadurch definiert, dass
die Eingangsimpedanz am Tor 1 gleich Zy,, ist, wenn wir das Tor 2 mit Z, =
Zyy, abschliefen, und umgekehrt, die Eingangsimpedanz am Tor 2 gleich Z,,
wird, wenn das Tor 1 mit Z; = Zy;,; abgeschlossen ist, also

Zwi1=2Zp1(Zwsz) und Zyo = Zp(Zyw,) - (Z.26)

Mit den Gln.(Z.24) lassen sich daraus die Ausdriicke

ZWl

A11A12 le \/_——
\/Azlézz 51(0)Z 3 (00)

(Z.27)

Apii, Za
Zyy = \/_4—21‘;4‘; VY, Zp2(0)Z po(c0)
berechnen. Wegen der Wurzeln sind die Vorzeichen zwar nicht eindeutig, aber
einheitlich zu wihlen. In der Regel werden positive Realteile hergestelit.

Bei impedanzsymmetrischen Zweitoren fallen wegen der Bedingungen
(Z.21) die beiden Betriebsimpedanzfunktionen (Z.24) zusammen. Es gibt des-
halb jeweils nur eine Leerlaufimpedanz, eine Kurzschlussimpedanz und eine Wel-
lenimpedanz,

Z5(0) = Zp(0) = Zp(0) = 22 = L

A
Zp1(00) = Zpgy(o0) = = :ll =2, (Z.28)

Zyr=Zwr=Zwy = AZ VZB(O)_Z_B(OO) .

Ist solch ein Zweitor mit seiner Wellenimpedanz abgeschlossen, so erscheint am
Eingang wieder die Wellenimpedanz. Insbesondere besitzt eine unendliche Kette
gleicher, impedanzsymmetrischer Zweitore als Eingangsimpedanz ebenfalls ihre
Wellenimpedanz.

Z.7 Fragen

1. Wann nennen wir eine elektrische Schaltung ein n—Tor? Was bedeutet in diesem
Zusammenhang ,, Tor”?

2. Wodurch kann sich beispielsweise ein Zweitor von einem Vierpol unterscheiden?
3. In welcher Form lisst sich der Uberlagerungssatz zur Beschreibung von Mehrto-
ren verwenden? Welche Bedingungen miissen dafiir erfiillt sein?

4. Welche Voraussetzungen sind fir die Anwendbarkeit der iiblichen Zweitortheorie
zu treffen?

3Der Begriff ,,Wellenimpedanz” stammt urspriinglich aus der Leitungstheorie, die sich mit
gefiihrter Wellenausbreitung befasst.
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Wie sehen die Zweitorgleichungen in der Admittanzform, in der Impedanzform
und in der Kettenform aus?

Wie lassen sich z.B. die Impedanzparameter eines Zweitors durch Herstellen
passender Leerldufe und Kurzschliisse interpretieren?

Wie hiéngen die Admittanzmatrix und die Impedanzmatrix eines Zweitors zu-
sammen? Gibt es dabei Einschrinkungen?

Durch welche Eigenschaften sind der ideale Spannungsverstérker und der ideale
Stromverstérker definiert? Wie bestimmen Sie daraus die Kettenparameter?
Welche Eigenschaften definieren den idealen Transformator und den idealen Gy-
rator? Wie finden Sie die zugehorigen Kettenmatrizen?

Wie definieren Sie die Aufbau-Lingssymmetrie, wie die Aufbau-Quersymmetrie
von Zweitoren?

Worauf bezieht sich die funktionale Symmetrie?

Wann nennen wir ein Zweitor kopplungssymmetrisch? Wie wirkt sich die Kopp-
lungssymmetrie auf die Zweitorparameter aus?

Was genau bedeutet ,,Jmpedanzsymmetrie” bei Zweitoren? Welche Bindungen
bestehen dann zwischen den Parametern?

Wie wird ein Zweitor genannt, das sowohl kopplungssymmetrisch als auch impe-
danzsymmetrisch ist? Wie viele unabhiingige Parameter gibt es dann?

In welcher Ersatzschaltung eines allgemeinen Zweitors treten die Impedanzpara-
meter direkt als Parameter der Stromkreiselemente auf?

Wie sieht eine Parallelschaltung, eine Reihenschaltung, eine Reihenparallelschal-
tung und eine Parallelreihenschaltung von Zweitoren aus? Wie bestimmen Sie
die resultierenden Zweitormatrizen?

Warum muss bei Kombinationen an jedem Teilzweitor die Torbedingung erfiillt
sein? Wie stellen Sie dies sicher?

Welche Kombination von Zweitoren wird Kettenschaltung genannt? Die neuen
Zweitorparameter sind dann wie zu berechnen?

Wie sind die beiden Betriebsimpedanzfunktionen eines Zweitors definiert und
wie legen Sie damit die charakteristischen Leerlauf- und Kurzschlussimpedanzen
fest?

Aus welchen Forderungen ergeben sich die beiden Wellenimpedanzen eines Zwei-
tors? Wie hiingen sie mit den Leerlauf- und Kurzschlussimpedanzen zusammen?

Z.8 Aufgaben

AZ.1 Impedanzmatrix: In dem Zweitor aus Abb.AZ.1a kann der Transfor-
| mator als ideal vorausgesetzt werden.

(i) Bestimmen Sie die Zweitor-Impedanzmatrix.

(i1) Wie ist das Zweitor hinsichtlich seiner funktionalen Symmetrie zu charak-

terisieren?
Ry
— 3 —
nN
.W
R e o
(1) R, (2)
[ 0

Abb.AZ.1a
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AZ.2 Admittanzmatrix: Das Zweitor aus Abb.AZ.2a enthilt eine gesteuerte
Stromquelle.

(i) Bestimmen Sie die Zweitor-Admittanzmatrix.
(ii) Welche funktionale Symmetrie liegt vor?

L0
-1-1/ -I-l
i S JCF .

—0

P

Abb.AZ.2a

AZ.3 Kettenmatrix: Berechnen Sie die Kettenmatrix des Zweitors aus Abb.AZ.3a.
Welche Art funktionaler Symmetrie liegt vor?

1 100 ’
5Q 150
Qe —
1’ 27
Abb.AZ.3a

AZ.4 Umgekehrte Kettenmatrix: Abb.AZ.4a zeigt ein Reaktanzzweitor.
Bestimmen Sie die Koeffizientenmatrix B fiir die umgekehrte Kettenform der

Zweitorgleichungen. Geben Sie auch die funktionale Symmetrie des Zweitors an.

L
L T

Abb.AZ.4a
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AZ.5 Impedanzwandler: Die Schaltung aus Abb.AZ.5a lasst sich als Impe-
danzwandler verwenden. Schreiben Sie die zugehorigen Zweitorgleichungen in
der Kettenform (Bezugssinn von I, beachten!) und geben Sie die Kettenmatrix
an.

AZ.6 Gyrator: Das Zweitor in Abb. AZ.6a enthilt mehrere Widerstinde und
zwel Operationsverstarker.

(i) Stellen Sie die Zweltorglelchungen in der Kettenform auf, bestimmen Sie
die Kettenmatrix und zeigen Sie, dass mit dem Zweitor ein Gyrator reali-
siert wird.

(ii) Wahlen Sie speziell R = 100€? und beschalten Sie den Ausgang mit ei-
nem Kondensator C = 1uF. Durch welches Ersatzelement ist die ganze
Schaltung, vom Eingangsklemmenpaar aus gesehen, darstellbar?

P ° o °
o= . e |

I, [ e T
i
|
|
i
|
.

Abb.AZ.6a
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AZ.7 Hybridparameter: In einem mittleren Frequenzbereich lisst sich das
Zweitor Abb.AZ.7a als Transistor-Ersatzschaltung zur Erfassung des Kleinsi-
gnalverhaltens verwenden. Bestimmen Sie die Elemente der zugehérigen Hy-
bridmatrix H.

Abb.AZ.7a !

AZ.8 Beschalteter Spannungsverstérker: Ein idealer Spannungsverstérker
ist gem&f Abb.AZ.8a mit zwei Impedanzen beschaltet. Welche der sechs méglichen
Zweitormatrizen existieren? Geben Sie diese an.

4)
—
Z .
Y 4 Ue l > lUA iyz
U=l
Abb.AZ.8a

AZ.9 Leerlauf- und Kurzschlussmessungen: An einem kopplungssymme-
trischen (reziproken) Zweitor werden bei einer bestimmten Frequenz folgende
Impedanzen gemessen:

Im Leerlauf: U,/I, =(0,6+j1,0)kQ
Uy/I, =(0,1-j1,0)kQ
Im Kurzschluss: U,/I, = (896 +j1960)Q

Bestimmen Sie daraus die Impedanzmatrix des Zweitors fiir diese Frequenz.

AZ.10 Ersatzstromquelle: Am Eingang eines Zweitors, dessen Kettenma-
trix bekannt ist, liegt eine Spannungsquelle (Abb.AZ.10a). Bestimmen Sie die
Parameter einer dquivalenten Stromquelle (Abb.AZ.10b).
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.ZE 1 2 2
—o L—o
.Us A Iq. Zi
Nt
—o —o
1/ Zf 2'
Abb.AZ.10a Abb.AZ.10b

AZ.11 Ersatzspannungsquelle: Am Eingang eines Zweitors, dessen Impe-
danzmatrix bekannt ist, liegt eine Stromquelle (Abb.AZ.11a). Geben Sie die
Parameter einer fquivalenten Spannungsquelle (Abb.AZ.11b) an.

r 1 2 2
. —0 —o0
4 -g[
de Ze Z C
P~
—0 —-O0
1’ 2’ 2/
Abb.AZ.11a Abb.AZ.11b

AZ.12 Betriebsimpedanzen: Das Zweitor aus Abb.AZ.12a dient als einfache
Transistor-Ersatzschaltung. Bestimmen Sie die zugehorige Hybridmatrix H und

die Betriebsimpedanzen Z g;(R2) und Z g,(Ry).

L L

‘ l Ke B,
u

O- ¢ O

1<

Abb.AZ.12a

AZ.13 Tterierte Impedanzen: Bedeuten Zg, () und Zp,(-) die beiden Be-
triebsimpedanzfunktionen eines Zweitors, so sind dessen iterierte Impedanzen
Zyy und Zy durch

Zm = ZB1(Zit1) ) ._Z.it2 = ZBz(Zitz)

definiert. Berechnen Sie diese Impedanzen direkt fiir das aufbauldngssymmetrische
Zweitor aus Abb. AZ.13a.
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Abb.AZ.13a

AZ.14 Wellenimpedanzen: Berechnen Sie die Wellenimpedanzen eines né-

herungsweise widerstandslosen Transformators (Abb.AZ.14a), als Zweitor be-
trachtet.

o— 2
L, L,
~—’
S il o
Abb.AZ.14a

AZ.15 Wellenddmpfungsmafl: Die Kettenmatrix eines symmetrischen Zwei-
tors lasst sich immer in der Form

A _[ cosh (g) sinh (9)Zw
1= | sinh(g)/Zw  cosh(g)

~

mit der Wellenimpedanz Zw und dem komplexen Wellendampfungsma$ g dar-
stellen.

(i) Berechnen Sie die Kettenmatrix 4> der Kettenschaltung von zwei gleichen
Zweitoren mit der Kettenmatrix A;.

(ii) Wie sieht die Kettenmatrix 4n der Kettenschaltung von n gleichen Zwei-
toren mit der Kettenmatrix A; aus?

AZ.16 Angepasster Abschwiicher: Das symmetrische Zweitor aus
Abb.AZ.16a mit einstellbaren Widerstianden R; und Rz (z.B. HF-Ersatzwider-
stinde von PIN-Dioden) dient als steuerbarer Abschwicher in einem 502 —-
System. Welche Werte von R; und R, sind in Abhingigkeit vom gewiinschten
Spannungsverhaltnis K = U, /U, einzustellen, damit die Wellenimpedanz des
Zweitors unabhingig von K stets 50 betrégt?
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500
L - o —o———=
) R,
~ gﬁl R, [yz D5DQ
b o —gm e

Abb.AZ.16a

AZ.17 Leistungsverstiirkung: Fiir die Beschreibung des Kleinsignal-Betriebs-
verhaltens eines Transistor-Verstirkers seien die reellen H-Parameter des Ersatz-
Zweitors fiir den gewdhlten Arbeitspunkt und der Lastwiderstand Ry bekannt
(Abb.AZ.17). Berechnen Sie daraus allgemein die Leistungsverstirkung

Us I,

Fiir welchen Wert von Ry, ist Vp maximal?

I I
I e [

Abb.AZ.17

AZ.18 Einfiigungsdimpfung: Abb.AZ.18a zeigt die Definition des Einfiigungs-
dimpfungsmafles asg fiir ein Zweitor in einem 50Q-System. Wie gro8 ist dieses
Ma$ fiir das Zweitor in Abb.AZ18b?

500
n ( W=l | |50
i ' 2002 350
as= 20 {g|U;/U, | dB () 200 (2
sSo0n
200 0
U,,< W @ Uz\ 500 Abb.AZ.18b

Abb.AZ.18a
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zu berechnen, und es ist das lineare Gleichungssystem Y gl = I,p zu l6sen.
0,118 — j 0,401
Dies liefert Up = | 0,090 + j 0,347 | und damit
~ 9,792 + j 0,054

9,764 — 0,802
29,882 —  j0,401
U=8Tug = 0,118 — j0,401| V,

0,000 +  j0,347
9,792 +  j0,054

0401 +  jO0,118

0470 -  j0,100
I=Y(U-U)+1I,= 0401 —  j0,118| A.

-0,069 +  j0,018

0,069 + ;0,018 n

AS.1 Uberlagerungssatz:
Die Schaltung ist linear, der Uberlagerungsatz somit anwendbar.

1) U,e = 0 : Rechnung mit komplexen Effektivwerten,

U I R
L= 2% =22 mit R=R,+R =2
430 R’ ,3£1,w o mi o+ R34+ R4 67,50,

also

I3, = —}}%—;— . R£1“U'q1 = 37,01mA, Kreisfrequenz w.

I,0=0, I3o=-Ug,/R=-37,38 mA, Gleichstrom.
Die Uberlagerung der beiden Zustinde liefert

i3(t) = Re(.‘l.3,w\/-2_ &) + I3 o = [52, 3 cos(wt) — 37,4] mA.
Der Widerstand R3 muss dabei die Wirkleistung

Py = Ry(1L;,1° +L30)° ) = 130 mW

aufnehmen. [ |
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AS.2 Auswirkung einer Spannungsinderung:

Deaktivierung der Schaltung mit Ausnahme von U; — AU, fiihrt auf die Schal-
tung Abb.AS.2b, aus der sich der gesuchte Zusammenhang ohne weiteres ablesen
lasst,

Ro||lZ AU, . 1 .
h=govmiz z | ™de=gp £=fritivl,

oder, ausgeschrieben (falls notig),

jwkaC AU,.

Al = —
=L Ryo+Rs+ Ry, — w?RoLC + jw[L + Ro(Rs + RL)C) ~ —

Ay,<<

Abb.AS.2b

AS.3 Umkehrungssatz:
Aus dem Umkehrungssatz
Uiy +Usly = UL +Usly

folgt, wenn wir die ungestrichenen Gréfen mit denen der Kurzschlussmessung
identifizieren, der gesuchte Strom zu

I} = (U41, + UyL,) /U, = 1,00A - 7311687 »

AS.4 Ersatzstromquelle:

Die Impedanz Z,. ldsst sich direkt der zugeordneten Thévenin-Schaltung Abb.AS.4c
berechnen,

1 1 1
— = _— = {31.382-107% 4 —0u—
7z C T IRTTeL <J ;38210 +940+3502,7> 5,
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Z, =T798,6e10:849Q,
Der Quellenstrom ergibt sich als Kurzschlussstrom in der Schaltung Abb.AS.4d
jwkL

_ _ 1,080
L= gpoplo = 0,943 M0 ma.

!
9
[ ]

CT égr R Iq

Abb.AS.4c Abb.AS.4d

AS.5 Ersatzspannungsquelle:

Mit der zugeordneten Thévenin-Schaltung Abb.AS.5b ldsst sich die Ersatzimpe-
danz Z = U/I iiber

I+ I,
= =0 _R1I
- jwC Falo
zu
1-BRy/R .
Zr = Ro+ jﬁwg/ L mit Ry = Ri||R2

bestimmen. Die Ersatz-Quellenspannung U, ergibt sich als Leerlaufspannung,
Abb.AS.5¢c, iiber

Uy Bl

7= Yo Rol
DRI R T jeC TR

zu

_ B Ry
U, = (“"ma) 7 Yo

Damit ist die Ersatzquelle Abb.AS.5d festgelegt.
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8L,

u
3 '£ °2
Abb.AS.5b
& 1 I
" o
z
Abb.AS.5d

AZ.1 Impedanzmatrix:
(i) Mit den Bezeichnungen aus Abb.AZ.1b gilt fiir den idealen Transformator
NI, -NI,—-nNI;=0 {Durchflutungsausgleich),

U, =U,=Us/n (Streuungsfreiheit),

wegen U5 = R3l; also

_U_Il = le = R3l3/n = Rs(I; - lz)/nz-

Wir stellen nun die Impedanzform der Zweitorgleichungen her, d.h. wir
driicken U, und U, durch I, und I, aus,

U, = Rily = Ra(ly = L)) + U} = Ruly + Ra(Ly + L) + Ry(1y — L)/

= (R1 + Rz + R3/n*)I; + (R2 — Rs/n?)I,,

U, = Roly + Ro(Ly + L) = Uy = Rily + Ry(I; + ) — Rs(I, — Ib)/n?

= (Ry — Rs/n*)I, + (Ry + Ry + R3/n*)I,.

Die Koeffizienten sind die Elemente der Impedanzmatrix

7 - R1 + Ry + R3/n?, Ry — R3/n?

=7 Rz—Rg/n2, R, +R2+R3/n2

(ii) Das Zweitor ist kopplungssymmetrisch (Z,4 = Z,;) und impedanzsymme-
trisch (Z,; = Z,,), insgesamt also (lings)symmetrisch.
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Abb.AZ.1b

AZ.2 Admittanzmatrix:
(i) Unter Verwendung von Abb.AZ.2b erhalten wir
1
Uy=RIL+R(I,+1,), U= jw—C(ﬂll + 1) + R(I; + I,)
oder, umgekehrt, mit den Abkiirzungen
s=jy=jwRC, G=1/R,

die Strome durch die Spannungen ausgedriickt,

s+1 $
l1~mcﬂ1 mcgz,

s+p s
L= Ut s e

Dies sind die Zweitorgleichungen in Admittanzform, aus der sich die Ad-
mittanzmatrix ablesen lasst,

G s+1 —8

= — T ? R = 1 = .

X= 5725 |-+0), 2§}’ G=1/R s=juRC

(ii) Das Zweitor ist weder kopplungssymmetrisch (wegen der gesteuerten Quelle)
noch impedanzsymmetrisch.

Abb.AZ.2b L
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AZ.3 Kettenmatrix:

Wird auf der Primérseite das Verbraucherbezugssystem, auf der Sekundirseite
das Erzeugerbezugssystem gewéhlt, so sind die Kettengleichungen

U, =AnU, + An2l,,
I, = AUy + Anal,.

Nach einer Dreieck-Stern-Umwandlung (Abb.AZ.3b) erhalten wir

R
l2=0: le.&i_gg_2 => A11:5/3,
R
1

und, einfacher aus der urspriinglichen Schaltung,

_U_2:02 leloﬂlz = A12:10Q,
50 + 1002 :
L= = An=3
also
5/3; 100
{1,:
0,48; 3

Das Zweitor ist zwar kopplungssymetrisch (det( é): 1), aber nicht impedanz-
symmetrisch. '

Abb.AZ.3b

AZ.4 Umgekehrte Kettenmatrix:

Mit den Beziehungen aus Abb. AZ.4b lautet die umgekehrte Kettenform

U, = B1;U, + Bialy,
lz = Ba U, — B22_I.1'
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Wir erhalten daraus

' 1-3w?LC
I=0: Up=(1+jw2CZ)U, = Bu=3— 50
I, =jw2CU, = By =—jw2C;,
jwkL
Q1=07 llz_lzz—yl/z = §12=_m—§m’
By, = 1;

unter Verwendung der Abkiirzungen

v=wVLC, R=+/L/C

also
1 - 32 jv
1—02° Tl
B=
~jv2/R, 1

Das Zweitor ist kopplungssymmetrisch (det (B) = 1), nicht aber impedanzsym-
metrisch.

-1:4 —IVY\_1 1-2

¢ ™
lzc i+ .
y1l _[' ——— l—z
o—t £ o
Abb.AZ.4b

AZ.5 Impedanzwandler:
Mit den Eigenschaften der Operationsverstiarker (Abb. AZ.5b) haben wir
ZyI, + 2313 =0,

Zyl,+ 2,41, =0, U, = %QZ
Y=l =0, I = Zzzalz.
I;—-1,=0, 144

Dies sind bereits die gesuchten Zweitorgleichungen. Die Kettenmatrix ist

1 0

0 (2223)/(2:24)
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Abb.AZ.5b

AZ.6 Gyrator:

(i) Mit den Bezeichnungen aus Abb.AZ.6b gilt

12 =_U.4/R2 -1,
Uy/R+U4/R: =0, » = U, = —RI,,
U, =RI+U,

I, =U,/R+U;/Rs,
= I, =U,/R.
_U_3=‘RII=(_U.2‘”Q1)R1/R = _2/

Dies sind die Zweitorgleichungen in der gesuchten Form. Ihr ist die Ket-
tenmatrix

| o R
4= 1/R 0

zugeordnet, die einem idealen Gyrator mit dem Parameter g = 1/R ent-
spricht.

(ii) Bei der Beschaltung des Ausgangs mit einem Kondensator der Kapazitit
C haben wir (Bezugssystem beachten!) I, = —jwCU,. Die Eingangsim-
pedanz ist dann

d.h. die ganze Schaltung ist durch die Induktivitdt L = R?C = 10mH
darstellbar (spulenfreie Realisierung von Induktivitaten).

& Z
——— — =

o}

Abb.AZ.6b
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AZ.7 Hybridparameter:

Die Zweitorgleichungen in Hybridform driicken U,, I, durch [ 1, U,y aus. Aus
Abb.AZ.7b lesen wir

Uy =Rl + Ra(I; + 1) = (Ry + Ry)I; + Rol,,

1 « 1
Uu,= <a£1 +£2)jw_C + Ro(Iy + 1) = (R2 + jw_c)ll + (R2 + m)iz
ab. Mit der Abkiirzung s = jwR,C folgt daraus
s+a 1 s
I, =—= _
SRS E R L
l-« s
u,= (Rl +R2§+1)I_1 + §+1Q2>
und daher die Hybridparameter
Abb.AZ.7b
|

AZ.8 Beschalteter Spannungsverstirker:

Neben der angegebenen Beziehung zwischen der Eingangs- und der Ausgangs-
spannung ist der ideale Spannungsverstérker durch I = 0 gekennzeichnet (Abb.AZ.8b).
Wir erhalten sofort die beiden Beziehungen

Uy=(Z1+Z)1, +U,, Uy, =21, +U,/Vo

und daraus die
Impedanzform

U, = [_Z_1 +Z2/(1“V0)]£1, Z,+Z,/(1-Vy), 0O
Uy =1{Z,+Vo/(1 - Vo)1,

N
Il

Z5Vo/(1=Vo), 0
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Kettenform
L L Vo)Z./Z
Uy = L+ (1= Vo) 2, + Z,] U, ae v+ (1= V0)Z,/Z3),
I = [(1 - Vo)/ (2, V)] Uz, (1 = Vo)/(VoZ,),
Parallelreihenform

L =Uy/1Z, + Z,/(1 = Vo), - _
A pe 1/[Z, + 22/ (1 — Vo)),
Vo/[L+ (1 = Vo) Z,Z5),

Die anderen Zweitormatrizen existieren nicht.

L &
2|
YR e I
n B
Abb.AZ.8b

AZ.9 Leerlauf- und Kurzschlussmessungen:

Aus der Impedanzform der Zweitorgleichungen,

{Q1 = Z Iy + Zio1,,

mit Zo=272
Uy =25 1) + Zop1y; g = an

ist ersichtlich:
Sekundérer Leerlauf, I, =0, U,/I; = Z;; = (0,6 +j1,0)k;
primirer Leerlauf, I, =0, Uy/I, = Z5y = (0,1 —j1,0)k
sekundérer Kurzschluss, Uy =0, I, = —(Z4;/Z20)1;,

Ui /Ly = Zyy — 219251/ Zay = (896 + j1960)Q2,

93

o

o

[o=]

21,24, = Z25 = (100 — j1000)[600 + j1000) — (896 + j 1960)]Q2,

Zyy = 0,1+] 1,0)kQ.
Die gesuchte Impedanzmatrix ist somit
0,6+j1,0; 0,1+j1,0

0,1+j1,0;  0,1—j1,0
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AZ.10 Ersatzstromquelle:

Aus den Kettengleichungen

Uy =AUy + AL,
I, = AnUs + Ap Iy

erhalten wir fiir den Kurzschlussstrom (Abb.AZ.10c)
Uy =Aoli, \ Uy =Up~Zply = Up~Zpdnly = Aplx =
I, = _4221K

1. — Ug
K A+ ApZy’

und fiir die Leerlaufspannung (Abb. AZ.10d)

Uy=A41Uo, \Uy =Ug~Zpl, =Up—ZpAnUy = AU, =
I, = AU,

Ug
Upg= —"""> |
=0 Ay +4AnZg

Die Parameter der Ersatzstromquelle sind daher

I =IK:___QE___ '=gg=412+422ZE.
T A +AnZy’ — Ix An+tAnZg
de
1L
0
0
Ul=_L.jo
——o

Abb.AZ.10d
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AZ.11 Ersatzspannungsquelle:
Wir gehen von den Zweitorgleichungen
| Uy =211, + 2151,
Us =2yl + 291,
aus, bestimmen die Leerlaufspannung (I, = 0, Abb.AZ.11c )
Uy=2uly, | Ig=L+U,/Zp = (14+Z11/Z5) [, =Uo(14211/25)/ 2y =
‘ Uy=251,

U. = Zonlp
1+ Zn/Zg
und den Kurzschlussstrom (U, = 0, Abb.AZ.11d )

Ui =2Zuly+ 2ol } Ip=1,+U,/Zg = (1+é)11+égiz

0=2Znl +Zsyl, Zp Zg
_ Zay Iy
= [(.Z_E+_Z_.11) Zo —112} Zs =

oo ZeZulp
- (Zg+211)Z9 — Z12Z9

Daraus folgen die Parameter der Ersatzspannungsquelle zu

Z51 U Z,Z
U =U,=——222E 7. = =0 _ _ Zi2fn
T Zn+Zg Ik T ZuZg
0
i | ——g—0
—0
Abb.AZ.11c
poy

-

Abb.AZ.11d
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AZ.12 Betriebsimpedanzen:

Die aus der gegebenen Schaltung direkt ablesbaren Beziehungen
U, =Rgl, +alU,, I,=p1+Gal,
stellen bereits die Hybridform der Zweitorgleichungen dar. Somit ist die Hybrid-
matrix
R F «
g =
B Ga

Fiir die Betriebsimpedanzen erhalten wir mit Abb.AZ.12b
U, = —B(Ral||R2)I;, RallRy = R2/(1+ R2Ga),

U, = [RE - aﬂ(RA||R2)]ll = Zp1(Ro)I, =

af
Zp1(R2) = Rg — Git R
und mit Abb.AZ.12c

I, = GaU, + BL; = GaUy — Bals/(R + Ry) = Uy/Zpy(Ry) =
1 . af
Zg(R1) " Rp+Ri

I R
B,
U
ne= u) OO )

Abb.AZ.12b

Abb.AZ.12c
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AZ.13 Iterierte Impedanzen:

Wegen der Aufbau-Lingssymmetrie konnen wir sofort auf die Gleichheit der bei-
den iterierten Impedanzen untereinander und mit der Wellenimpedanz schlielen,

Ziy =Zur =2y =Zw-
Aus der Definition der Betriebsimpedanzfunktionen folgt dann mit Abb.AZ.13b

Zy =21+ 2Z5\(Z,2Z:) = 2y + Zo5(Z1 + Z4) (2, + Zy + Zy),
Z(Z1+ 2o+ 2Zy) =221+ 2o+ Zy)+Zo(2, +2Zy) =
Z% = Z,(2, +2Z,),

also

Zy=2Zw = VZ,(Z,+2Z,).

=

o—

2

I

it

Abb.AZ.13c

AZ.14 Wellenimpedanzen:
Mit den Standard-Bezeichnungen (Abb.AZ.14b) gilt

Uy =jw(lily + ML), U;=jw(MI + Lal,)
und daher

Zpi(oo) =jwLy, Zp(0) =jw(Lly - M?/Ly).
Wir erhalten daraus die primére Wellenimpedanz

Zw1 = VZp:(0Zp:1(00) =jwliy/1= M2[(L1Ls)

oder, unter Verwendung des Kopplungsgrades k = M/+/L; L2 und analog fiir die
Sekundérseite,

Zyy =jwlivl — k%, Zyo=jwlav1—k2.
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py L
: Y l L ; %Ll l ..Uz.
S
o M o
Abb.AZ.14b L

AZ.15 Wellenddmpfungsmaf:

(i) Fur die Kettenschaltung der beiden Zweitore gilt

cosh(g), sinh(g)Zw cosh(g), sinh(g)Zw
A= A1 A1 = N N N B
sinh(g)/Zw, cos h(g) | | sin h(g)/ Zw, cos h(g)
cos h?(g) + sin h?(g), 2cos h(g)sin h(g)Zy,
I 2cos h(g)sinh(g)/ Zy, cos h*(g) + sin h?(g)
cosh(2g), sinh(2g9)Zy
éZ - - - ’
sin h(2g)/Zw, cos h(2g)

d.h. die Kettenschaltung besitzt die gleiche Wellenimpedanz, aber das
doppelte Wellenddmpfungsma8.

(ii) Wir vermuten (Induktionsannahme)

cosh(ng), sinh(ng)/Zy
An = N -

sinh(ng)/Zy,  cosh(ng)

Lasst sich nun zeigen, dass durch Anfiigen eines weiteren Gliedes sich die
gleiche Kettenmatrix mit n — n+1 ergibt, so ist die Annahme fiir allen €
N richtig. Tatséchlich erhalten wir durch Matrizenmuliplikation A, A4; =

An+1 (Induktionsschritt). -

AZ.16 Angepasster Abschwicher:

Wir verwenden die Impedanzform der Zweitorgleichungen, wobei wegen der
Lingssymmetrie (Abb.AZ.16b) der T-Schaltung '

U,/I, = =Usy /I, = Zyy = 508
‘U‘I/QZ = —1-1/1_2 = K7
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Ziy =Zoy =Ri+ Ry, Zyy=2Zy = Rs.
Dann ist

Uy, = Zuly + Zvoly = (Zh1 — Z12/ K);, = Zw = Zy — Z,5/K
Uy =Z1ol, + Z1l, = (20K +Zn)l, =Zy=2,K—-2y,

K?+1 ! 2K 1
Zy = grmyiw =Rt Ry, Z12 = 35— 4w = Ra,
und daraus folgt
K-1 2K .
R, = m_Z_Wy R, = R—Z‘:I_Z_W mit  Zy = 50
I L
(> anamen |
._.wj =1 l-&l Zw
[ Som—— 1
Abb.AZ.16b

AZ.17 Leistungsverstirkung:
Die Hybridparameter sind durch die Form

{ Uy = Huli + Hi2Us,

I, = Hy I + HaoUs

der Zweitorgleichungen definiert. Mit

Uy =—RrI;
erhalten wir aus der zweiten Gleichung zunéchst

I, = Hnl) — HpRpl, = (14 HypRp)lr = Ha1lh.

Weiters folgt aus der ersten Gleichung

H I
Uy = == (14+Hy Ry ) [o—HoRy I = [Hyy+(Hy Has — H12H21)RL]——~2—
Hy - ” Hy
|H| = det(H)
I
= (Hy + IHIRL)E;—
~ 21
und damit
Vo = Uly LUz  Hp Hp
p = —ai2 = 22222 o

Ui L LU 1+HxpRp YHG ¥ |Q|RL’
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also

Vp = — H3\ Ry mit |H| = Hy1 Hay — HyoH
P T T+ HaRr)(Hi + [HIRL) ~L T ndm et

dVp(Ry)/dRy = 0 impliziert Hiy — Hy|H|RE = 0, d.h. Vp ist maximal (es
liegt tatséchlich ein Maximum vor) fiir

Hy,
Ry = R
L V Ha|H|

vorausgesetzt, der Radikand ist positiv. ||

AZ.18 Einfiigungsdimpfung:
Mit Bezug auf Abb.AZ.18¢,d erhalten wir

22092
U20 - mUﬂ, Ri - 7OQ + 2209”900,
und damit
5092
U2 = mUQO == 0, 193U0.

Wegen Uj = Uy/2 ist also das gesuchte Einfiigungsddmpfungsmaf

aso = 201g|U4/U,|dB = —20lg(2 - 0,193)dB = 8, 27dB.

S0 1) 200 3540
&% 2200 LU:. 500
m L£o '
200, 350

Abb.AZ.18c Abb.AZ.18d n




