Kapitel T

Topologie elektrischer
Schaltungen

Elektrische Stromkreise mit einer kleinen Anzahl von Elementen lassen sich
durch direktes Anwenden der Kirchhoff-Regeln in Verbindung mit den Element-
gleichungen meist problemlos analysieren. In den Anwendungen, beispielsweise
in der elektronischen Signalverarbeitung oder in der elektrischen Energievertei-
lung, treffen wir jedoch h&ufig auf Schaltungen mit einer grofleren Anzahl von
Stromkreiselementen. In solchen Fillen miissen wir das Aufstellen der beschrei-
benden Gleichungen besser als bisher organisieren, insbesondere dann, wenn die
Behandlung rechnerunterstiitzt erfolgen soll. Den Ausgangspunkt dafiir bildet
die Erfassung der Topologie einer Schaltung, d.h. die Beschreibung ihrer
abstrakten Struktur durch einen orientierten Graphen und die daraus folgende

Darstellung von Spannungen und Strémen, unabhéngig von der Art der Strom-
kreiselemente.

T.1 Orientierte Graphen

Zunichst einige begriffliche Festlegungen: Wenn wir hier von elektrischen
Schaltungen sprechen, so sind damit funktionsgerichtete, als Gesamtheit be-
trachtete Zusammenschaltungen konzentrierter Stromkreiselemente tiber wider-
standslos gedachte Schaltverbindungen gemeint. Es handelt sich in der Regel um
vereinfachte Modelle realer Schaltungen mit angepassten Idealisierungen realer
Stromkreiselemente (Ersatzschaltungen). Als Zweig bezeichnen wir jeden Teil
solch einer Schaltung, der als Zweipol (oder als Tor eines Mehrpols) aufgefasst
werden kann und der aus einem idealen Stromkreiselement oder aus einer Kom-
bination solcher Elemente mit insgesamt zwei Anschliissen besteht. Ein Knoten
ist ein Anschlusspunkt (Pol) eines Zweiges oder der Verbindungspunkt mehrerer

Zweige. Im abstrakten Sinn besteht eine elektrische Schaltung also aus Zweigen
und Knoten.
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Abb.T.1 Eine einfache Schaltung (a) und zugehériger orientierter Graph (b). Die im Prinzip
willkiirliche Nummerierung ist fiir die Knoten in Kreise und fiir die Zweige in Quadrate gesetzt.

Als Graph einer Schaltung wollen wir hier anschaulich die grafische Dar-
stellung der Struktur der Schaltung verstehen, wobei Zweige durch Kurvenstiicke
und Knoten durch die Randpunkte der Kurvenstiicke wiedergegeben werden®.
Es kommt somit nur auf die Art der Zusammenschaltung der durch die Zweige
repriasentierten Zweipole an; mit welchen Stromkreiselementen die Zweige aufge-
baut sind, spielt vorerst keine Rolle. In Abb.T.1 sehen Sie ein einfaches Beispiel.
Sind die Zweige eines Graphen mit einer Orientierung (einem Durchlaufsinn) ver-
sehen, so spricht man von einem orientierten Graphen. Wir werden immer
orientierte Graphen verwenden und die Orientierungen spéiter als Bezugssinne
fiilr Stréme und Spannungen benutzen. Ein Zweig ist mit einem Knoten inzi-
dent, wenn der Zweig in dem Knoten beginnt oder endet.

Beachten Sie: Orientierte Graphen kénnen Parallelzweige enthalten - zwei
oder mehrere Zweige besitzen die selben Knoten als Randpunkte (unabhingig
von der Orientierung) - oder auch Schlingen - ein Zweig beginnt und endet im
selben Knoten. Wir werden im folgenden ohne ausdriickliche Erwadhnung stets
Schlingenfreiheit voraussetzen, Parallelzweige aber zulassen. Maoglich ist auch
der Zerfall eines Graphen in mehrere Teile, die entweder iiberhaupt nicht, oder

1Etwas allgemeiner kann man von einer Trigermenge K - einer endlichen, nichtleeren Menge
- und von einer auf K definierten, zweistelligen Relation Z - einer Teilmenge Z C K X K -
ausgehen. Die Elemente von K heiien Knoten, die Elemente von Z heilen Zweige. Ein Graph
G ist definiert als das geordnete Paar G = (K, Z). Unser bildlicher Begriff ,,Graph” entspricht
dann der Einbettung von G in einen Ortsraum, wobei Knoten auf Punkte und Zweige auf
Kurvenstiicke abgebildet werden.
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Abb.T.2 Beispiel fiir einen planaren (a) und fiir einen nichtplanaren Graphen (b). Der
nichtplanare Graph lisst sich in der Ebene nicht kreuzungsfrei zeichnen.

nur iber einen einzigen Knoten zusammenhingen. Dies schlieBt jedoch nicht
aus, dass die beiden Schaltungsteile einander beeinflussen, wie das Beispiel der
induktiven Kopplung aus Abb.T.1 zeigt.

Ein Graph G heifit zusammenh#ngend, wenn jeder Knoten von einem be-
liebigen anderen Knoten aus iiber eine Folge aneinander anschlieBender Zweige
erreichbar ist. Ein nicht zusammenhingender Graph besteht aus Komponen-
ten, von denen jede fiir sich wieder einen zusammenhingenden Graphen bil-
det. Beispielsweise zerfillt unser Graph aus Abb.T.1b in zwei Komponenten,
er ist nicht zusammenhingend. Gibe es einen weiteren Zweig, der, sagen wir,
die Knoten 1 und 6 verbindet, oder fielen diese Knoten iiberhaupt zusammen,
etwa durch einen gemeinsamen Masseanschluss, so wire der Graph zwar zusam-
menhingend, trotzdem aber etwas Besonderes: Die beiden Teile wiren iiber ein
Gelenk verbunden.

Lasst sich ein Graph in einer Ebene oder, dquivalent dazu, auf einer Ku-
gel ohne Kreuzung von Zweigen zeichnen, so sprechen wir von einem planaren
oder ebenen Graphen? (Abb.T.2). Eine zusammenhéngende Folge von Zwei-
gen, die einen geschlossenen Umlauf bilden, wobei jeder beteiligte Knoten nur
einmal durchlaufen wird, heifit (zusammen mit den getroffenen Knoten) eine
Schleife (Abb.T.3). Es handelt sich bei den Schleifen also um spezielle Teilgra-
phen, die einem gegebenen Graphen zugeordnet werden kénnen. Weitere spe-
zielle Teilgraphen® eines zusammenhingenden Graphen G sind seine Baume:
Ein zusammenhiingender Teilgraph von G, der zwar alle Knoten aus G aber
keine Schleifen enthilt, heiit Baum. Die Zweige eines Baumes, Baumzweige
genannt, verbinden demnach alle Knoten eines zusammenhéngenden Graphen

Abb.T.3 Beispiel fiir eine Schleife. Jeder beteiligte
Knoten wird nur einmal durchlaufen.

2%

2Bei einem komplizierten Graphen ist es hiufig nicht leicht zu entscheiden, ob er planar ist
oder nicht. Hier kann die hinreichende Bedingung helfen: Ein Graph mit k¥ > 5 Knoten und
z Zweigen ist nicht planar, wenn z > 3k — 5. Parallelzweige und Schlingen sind dabei nicht
mitzuzahlen.

3Allgemein besteht ein Teilgraph Gy = (Kr, Zr) eines Graphen G = (K, Z) aus einer
Teilmenge K C K der urspriinglichen Knotenmenge und aus einer Teilmenge Zp C Z der
urspriinglichen Zweigmenge. K muss dabei alle Knoten enthalten, mit denen die Zweige aus
Zr inzident sind.
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Abb.T.4 Beispiele fiir Baume eines zusammenhéngenden Graphen. Alle Knoten sind schlei-
fenfrei zusammengeschlossen. Die diinn gezeichneten Zweige gehoren nicht zum Baum. Sie
heiflen Verbindungszweige (Sehnen).

ohne Schleifenbildung (Abb.T.4). Aus den bisherigen Festlegungen folgt: Jeder

zusammenhéngende Graph enthélt wenigstens einen Baum. Und: Ein Baum
mit k Knoten besteht aus k — 1 Baumzweigen.

Ist in einem zusammenhéngenden Graphen G ein Baum festgelegt, so nennen
wir einen Zweig aus G, der nicht im Baum enthalten ist, Verbindungszweig
oder Sehne. Alle Verbindungszweige und die damit inzidenten Knoten bilden
zusammen den komplementéiren Baum, kurz, den Co-Baum zu dem vorge-
gebenen Baum (Abb.T.5a).

Mit Hilfe des Baumkonzeptes lassen sich spezielle, fiir die Schaltungsana-
lyse besonders gut geeignete Systeme von Schleifen konstruieren. Eine Schleife,
die genau einen Verbindungszweig und einen oder mehrere Baumzweige enthilt,
heifit Elementarschleife oder Masche. In einem zusammenhidngenden Gra-
phen mit & Knoten und z Zweigen gibt es, unabhangig von der speziellen Baum-
wahl, immer genau m = z — k + 1 Maschen*. Sie bilden zusammen eine
Schleifenbasis (Abb.T.5b), und es lisst sich zeigen, dass jede Schleife des Gra-
phen als ganzzahlige Linearkombination der Maschen einer Schleifenbasis dar-
stellbar ist.

Durch Herausnehmen von Zweigen kann ein urspriinglich zusammenhéngen-
der Graph in Komponenten zerfallen. Eine Schnittmenge (ein Trennbiindel) ist

(a) @, ©

Abb.T.5 Der Graph aus Abb.T.1b links und ein méglicher Baum (a). Die dick ausgezogenen
Zweige 4, 5 und 6 sind die Baumzweige. Die diinn ausgezogenen Zweige 1, 2 und 3 sind die
Verbindungszweige (Sehnen). Sie bilden zusammen mit den Knoten 1 bis 4 den Co-Baum. Aus

dem festgelegten Baum l4sst sich die Schleifenbasis (b) ableiten. Die drei Elementarschleifen
(Maschen) sind strichliert gezeichnet.

1Die Zahl m wird auch der Co-Rang oder die erste Betti-Zahl des zusammenhingenden

Graphen genannt. Fiir Graphen mit p Komponenten ist die erste Betti-Zahl durch m = z—k+p
erklart.
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Abb.T.6 Die Zweigmengen (1,4), (1,3,5) und
(1,2,3,6) bilden jeweils eine elementare Schnitt-
menge (einen Schnitt) des Graphen in Bezug
auf den gewihlten Baum (dick ausgezogen).
Jede enthilt genau einen Baumzweig. Die Spu-
ren der die Schnitte erzeugenden Fliachen sind
strichliert gezeichnet. Zusammen bilden die
drei Schnitte eine Schnittmengenbasis.

eine Teilmenge von Zweigen eines zusammenhingenden Graphen, deren gleich-
zeitiges Eliminieren notwendig und hinreichend fiir den Zerfall eines Graphen
in zwei Komponenten ist. Werden also alle Zweige einer Schnittmenge aus
dem Graphen entfernt (,,durchgeschnitten”), so geht der Zusammenhang ver-
loren. Wird auch nur ein einziger Zweig der Schnittmenge wieder eingefiigt,
entsteht erneut ein zusammenhingender Graph. Stellen Sie sich am besten vor,
das Durchschneiden wird durch eine geschlossene Flache mit Durchtrittssinn be-
wirkt. Alle Zweige, die zur Schnittmenge gehoren, durchsetzen diese Hiille. Eine
der beiden entstehenden Komponenten liegt dann ganz auf der einen, die andere
Komponente ganz auf der anderen Seite der Flache.

Nehmen wir nun an, in unserem zusammenhingenden Graphen ist bereits ein
Baum festgelegt. Wir konnen dann spezielle, fiir die Schaltungsanalyse beson-
ders gut geeignete Systeme von Schnittmengen konstruieren. Eine Schnittmenge,
die genau einen Baumzweig enthilt, nennen wir elementare Schnittmenge
oder Schnitt. In einem zusammenhingenden Graphen mit k Knoten gibt es,
unabhingig von der speziellen Baumwahl, immer genau s = k — 1 Schnitte®
(einen zu jedem Baumzweig). Sie bilden zusammen eine Schnittmengenbasis
(Abb.T.6), und es laBt sich zeigen, dass jede Schnittmenge eines Graphen als

ganzzahlige Linearkombination der Schnitte einer Schnittmengenbasis darstell-
bar ist.

Wir werden im folgenden stets orientierte, zusammenhé#ngende, schlin-
genfreie Graphen voraussetzen, die jedoch nicht notwendig planar sein
miissen. Die Ergebnisse gelten dann sinngem8 auch fiir jede Komponente eines

5Die Zahl s wird auch der Rang oder die zweite Betti-Zahl des zusammenhéngenden Gra-
phen genannt. Fiir Graphen mit p Komponenten ist die zweite Betti-Zahl durch s = k- p
erklart. Es gilt m + s = z.
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nicht zusammenhéngenden Graphen. Fiir einen Graphen mit

= Anzahl der Knoten
Anzahl der Zweige
Anzahl der Baumzweige

Anzahl der elementaren Schnittmengen (Schnitte) einer Schnittmengen-
basis

m = Anzahl der Verbindungszweige (Sehnen)
= Anzahl der Elementarschleifen (Maschen) einer Schleifenbasis

I

haben wir die einfachen Beziehungen

=k-1], [m=i-s. ()

Auflerdem ist es giinstig, bei der Konstruktion einer Schleifenbasis und einer
Schnittmengenbasis folgende Konventionen zu beachten:

Nach dem Festlegen eines Baums® im orientierten Graphen werden

1. zuerst die Verbindungszweige mit den Zahlen von 1 bis m und dann die
Baumzweige mit den Zahlen von m + 1 bis z nummeriert.

2. Jede Masche (Elementarschleife) bekommt die innere Orientierung (Um-
laufsinn) und die Nummer ihres Verbindungszweiges (Jede Masche enthilt
genau einen Verbindungszweig. Abb.T.5b).

3. Jedem Schnitt (elementare Schnittmenge) ist eine Hiille zugeordnet, deren
transversale Orientierung (Durchtrittssinn) von der inneren Orientierung
ihres Baumzweiges iibernommen wird (Jeder Schnitt enthélt genau einen
Baumzweig). Die Nummerierung 1, 2, ..., s der elementaren Schnittmen-
gen erfolgt entsprechend der Nummerierung m+1,m +2,...,m + s ihrer
Baumzweige (Abb.T.6).

T.2 Inzidenzmatrizen

Graphen lassen sich auf gewisse Matrizen abbilden, durch die sie vollstiindig
oder in bestimmten Eigenschaften charakterisiert werden und die eine kompakte
Formulierung der Gleichungen fiir die Stréme und Spannungen erméglichen. Wie
diese Matrizen aufzustellen sind, soll im folgenden vorgestellt werden.

Ein orientierter, zusammenhiingender, schlingenfreier” Graph G besitzt eine
Matrixdarstellung in Form der vollstindigen Knoten-Zweig-Inzidenz-
matrix Ao kiirzer auch vollstéindige Inzidenzmatrix oder erweiterte In-

zidenzmatrix genannt. Es handelt sich dabei um eine k¥ x z - Matrix, in der
jeder der k Knoten durch eine Zeile und jeder der z Zweige durch eine Spalte

5Bei komplizierten Graphen mit vielen Knoten kann die Baumsuche recht aufwendig sein.
?Graphen mit Schlingen lassen sich durch Knoten-Knoten-Inzidenzmatrizen darstellen.



T.2 Inzidenzmatrizen 7

vertreten ist. Thre Elemente A;c, i =1,2,..., kund ( =1,2,..., 2 sind definiert
durch

+1, wenn der Zweig ¢ vom Knoten i wegfiihrt,

A = —1, wenn der Zweig ¢ zum Knoten 4 hinfiihrt, (T.2)
= 0, wenn der Zweig ¢ mit dem Knoten ¢ nicht inzident '
ist.

Fiir unseren Graphen aus Abb.T.5a mit k = 4 Knoten und z = 6 Zweigen haben
wir- beispielsweise

(T.3)

O O
——0 O
e

-1
0
1 —
0

14
OO = =
oo -

Hier ist etwa Agy = 1, weil der Zweig 4 vom Knoten 2 wegfiihrt.

Jede Spalte einer vollstindigen Knoten-Zweig-Inzidenzmatrix enthilt genau
zwei von Null verschiedene Elemente, nimlich einmal +1 und einmal —1%8. Da-
mit verschwindet aber die Summe aller Zeilen, und der Rang der Matrix év ist

hochstens s = k — 1. Es ldsst sich zeigen, dass dies auch der kleinstmogliche
Rang ist, dass also die Matrix Av immer den Rang s = k — 1 besitzt®. Beim
Entfernen einer der k Zeilen geht nichts an Information iiber den Graphen ver-
loren.

Wir wihlen einen beliebigen der k Knoten des Graphen aus, nennen ihn Re-
ferenzknoten und streichen die zugehérige Zeile in der vollstindigen Knoten-
Zweig-Inzidenzmatrix A.,. Die so entstehende s x z - Matrix A nennen wir

reduzierte Knoten-Zweig-Inzidenzmatrix, oder kiirzer reduzierte Inzi-
denzmatrix. In ihr ist jeder Knoten - ausgenommen der Referenzknoten -
durch eine Zeile und jeder Zweig durch eine Spalte vertreten. Wenn wir in un-

serem Beispiel aus Abb.T.5a den Knoten 1 als Referenzknoten wéahlen, dann
gilt

1 0 0 1 0 0
A=|0 0 1 -1 1 o0} . (T.4)
~ 0 -1 0 0 -1 -1

Es ist lediglich in der Matrix (T.3) die erste Zeile zu streichen.

Als néchstes betrachten wir eine Schleifenbasis - jede der m Maschen (Ele-
mentarschleifen) ist fiir sich einheitlich orientiert - zusammen mit den z Zweigen
des Graphen und definieren die zugehérige Masche-Zweig-Inzidenzmatrix
M, kurz, die Maschenmatrix als m x z - Matrix mit den Elementen M,

8Durch parallele Zweige mit gleicher Orientierung bekommt 4, auBerdem gleiche Spalten.
9Bei nicht zusammenhingenden Graphen mit p Komponenten besitzt 4. den Rang s =
k—p.
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t1=1,...,mund {( =1,...,z, definiert durch

+1, wenn der Zweig ¢ in der Masche ¢ mit gleicher Ori-
entierung enthalten ist,
M;c =< -1, wenn der Zweig ¢ in der Masche ¢ mit entgegenge- (T.5)
setzter Orientierung enthalten ist,
0, wenn der Zweig ¢ in der Masche i nicht enthalten ist.

Diese Bildungsvorschrift fithrt bei unserem Graphen aus Abb.T.5 mit m = 3
Maschen und z = 6 Zweigen auf

1 0 0 -1 -1 1
M=1{0 1 0 0 0 -1 (T.6)
T lo 0 1 0 -1 1
mit beispielsweise M35 = —1, weil der Zweig 5 in der Masche 3 mit entgegen-

gesetzter Orientierung enthalten ist. Beachten Sie: Jede Masche iibernimmt die
Orientierung ihres Verbindungszweiges.

In der Matrix (T.6) steht vorne die m x m - Einsmatrix. Dies ist eine allge-
meine Eigenschaft von Maschenmatrizen, sofern den im Anschluss an GL(T.1)
aufgelisteten Konventionen gefolgt wird. M besitzt damit immer den Rang m
und erscheint dann in der Form

M=[E Mz, (T.7)

wobei die m X n - Matrix M p als Masche-Baumzweig-Inzidenzmatrix anzuspre-
~y
chen ist!0,

SchlieBlich 148t sich auch der Zusammenhang von Schnittmengen und Zwei-
gen auf dhnliche Art erfassen. Wir betrachten dazu eine Schnittmengenbasis -
jeder der s Schnitte (elementare Schnittmengen) ist fiir sich einheitlich iiber die
zugeordnete Schnittfliche orientiert - zusammen mit den z Zweigen des Graphen.
Die zugehorige Schnitt-Zweig-Inzidenzmatrix § , kurz, die Schnittmatrix,
ist eine s X z - Matrix mit den Elementen S;¢, i = 1,...,s und { = 1,...,z2,
definiert durch

+1, wenn der Zweig ¢ im Schnitt 7 mit gleicher Orien-
tierung enthalten ist,
Si¢c =1 —1, wenn der Zweig ¢ im Schnitt ¢ mit entgegengesetz-  (T.8)
ter Orientierung enthalten ist,
0, wenn der Zweig ¢ im Schnitt ¢ nicht enthalten ist.

10Dass in der Darstellung (T.7) vorne die m x m - Einsmatrix steht, ist klar: Jede der m
Maschen enthilt genau einen Verbindungszweig, und Konvention 2 stellt die richtige Reihen-

folge und die iibereinstimmende Orientierung her. Die restlichen z — m = s Spalten bezichen
sich daher auf die Baumzweige.
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Fiir unseren Graphen aus Abb.T.5 und Abb.T.6 mit s = 3 Schnitten und z = 6
Zweigen haben wir

1 0 0 1 0 0
S 1 0 1 0 1 of, (T.9)
~ -1 1 -1 0 0 1

wobei z. B. Sa3 = 1, weil der Zweig 3 mit iibereinstimmender Orientierung durch
die den Schnitt erzeugende Hiille 2 tritt. Beachten Sie: Der Baumzweig liefert
die Orientierung fiir den Schnitt und fiir die erzeugende Hiille.

In der Matrix (T.9) steht hinten die s x s - Einsmatrix. Mit den getroffenen
Konventionen gilt das fiir jede Schnittmatrix, die damit immer den Rang s
besitzt und in der speziellen Form

S =[sv.E| ‘ (T.10)

~

erscheint. Die vorne stehende s x m - Matrix E v konnen wir Schnitt-Verbin-
dungszweig-Inzidenzmatrix nennen'!.

Bei einem genaueren Blick auf die Matrizen (T.6) und (T.9) entdecken wir
eine interessante Eigenschaft: Wird die in S vorne stehende Matrix Sv trans-
poniert und negativ genommen, so stimmt sie mit der in M hinten stehenden
Matrix M p Uberein:

Mp=-Sv ,  Mims;j=—5; (T.11)

miti=1,...,mund 7 =1,...,s, also z. B. M35 = —S23. Dies ist nicht etwa
eine Spezialitit unseres Beispiels, sondern die Formulierung einer allgemeinen
Eigenschaft:

Enthilt die Masche 7 den Baumzweig m+ j mit gleicher Orientierung
(mit entgegengesetzter Orientierung) [nicht], so ist der Verbindungs-
zweig ¢ im Schnitt j mit entgegengesetzter Orientierung (mit gleicher
Orientierung) [nicht] enthalten.

Sie konnen sich anhand von Abb.T.7 klarmachen, dass diese Aussage eine Folge
der Definition von Maschen und Schnitten und unserer Konventionen ist. Die

Schnitt j

Masche i Abb.T.7 Ausschnitt aus einem Graphen. Die
\\\\\\\\\\\ Baumzweige sind dick, die Verbindungszweige
sind diinn ausgezogen.

11 Auch die Darstellung (T.10) ist leicht verstandlich: Jeder der s Schnitte enthilt genau
einen Baumzweig, und Konvention 3 stellt die richtige Reihenfolge und die iibereinstimmende

Orientierung her. Die vorderen z — s = m Spalten sind daher den Verbindungszweigen zuge-
ordnet.
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Masche ¢ enthélt ndmlich immer den Verbindungszweig ¢, und nur diesen Ver-
bindungszweig, von dem sie die Orientierung iibernimmt. Angenommen, sie
enthilt auch den Baumzweig m + j mit gleicher Orientierung. Dieser definiert
den Schnitt j und dessen Orientierung. Weil aber ein Schnitt immer nur einen
Baumzweig enthilt, trifft die zugeordnete Schnitthiille notwendig den Verbin-
dungszweig i, und zwar mit entgegengesetzter Orientierung.

Wir konnen den Inhalt von GI.(T.11) auch anders formulieren: Multiplika-
tion der Maschenmatrix mit der transponierten Schnittmatrix liefert wegen der
Darstellungen (T.7) und (T.10)

ST
5" = [ Ms] [5] =5V +us (T.12)

~

und dies ergibt mit G1.(T.11) die Nullmatrix. Wir erhalten also die wichtige
Beziehung

[MsT = gl : (T.13)

In Worten: Das Produkt der m x z - Maschenmatrix und der Transponierten
der s X z - Schnittmatrix verschwindet!2.

T.3 Knoten- und Schnittgleichungen

Mit Hilfe der Inzidenzmatrizen lassen sich fiir eine zusammenhiingende
Schaltung die Beziehungen der Stréme untereinander und der Spannungen un-
tereinander systematisch und auf kompakte Weise formulieren. Diese Beziehun-
gen gelten ganz allgemein - auch fiir nichtlineare Schaltungen - falls die {iblichen
Voraussetzungen der Netzwerktheorie gerechtfertigt sind: Elektrische Strome
gibt es aulerhalb der konzentrierten Stromkreiselemente nur in den Schaltver-
bindungen, und es treten in den Stromkreiselementen und auf den Schaltver-
bindungen keine wesentlichen Uberschussladungen auf. Weiters miissen sich die
Zweigspannungen eindeutig definieren lassen. Sie sind Kurven zugeordnet, die
zwischen den Knoten und aufierhalb der Stromkreiselemente verlaufen. Aus sol-
chen Kurven gebildete Schleifen diirfen nicht mit magnetischen Flissen merk-
barer zeitlicher Anderungsrate verkettet sein. Wir betrachten hier also immer
Schaltungen, deren Topologie sich durch zusammenhingende, orientierte Gra-
phen mit £ Knoten und z Zweigen erfassen ldsst. Es gelten dann die Beziehungen
(T.1).

Zuerst fassen wir die Stréme in den Zweigen unserer Schaltung in der Reihen-

folge der gewadhlten Zweignummerierung zur z X 1 - Matrix der Zweigstréme
zusammen,

i = linydg, o] (T.14)

12Dje ,,Zeilenvektoren” der Maschenmatrix und der Schnittmatrix sind ,,orthogonal”.
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Bezugssinn dafiir ist jeweils die angenommene Zweigorientierung. Nun entspricht
jedem Knoten - ausgenommen dem Referenzknoten - genau eine Zeile der redu-
zierten Inzidenzmatrix 4. Da A den Rang s = k — 1 besitzt, kénnen wir deshalb

die s linear unabhsngigen Knotengleichungen fiir die z Zweigstrome zusam-
menfassen in der Matrixgleichung

Ai=0]. (T.15)

~ons

Die spezielle, durch die Knotengleichungen ausgedriickte Formulierung der La-
dungserhaltung lasst sich, wie Sie wissen, auf Hiillen erweitern. Wir verwenden
dazu die Schnittmatrix §, die ebenfalls den Rang s besitzt und in der jeder

Schnitt durch genau eine Zeile vertreten ist. Die s linear unabhéngigen Schnitt-
gleichungen

| Si1=0 (T.16)

fiir die z Zweigstrome sind daher den Knotengleichungen &quivalent. Aufilerdem
kénnen wir mit Bezug auf den festgelegten Baum die 2z Zweigstréme gruppieren
in die m x 1 - Matrix ;v der Verbindungszweigstréme, auch Maschen-
stréme genannt, und in die s x 1 - Matrix ; p der Baumzweigstréme (beach-
ten Sie z = m + s),

.. . T . . . T
V=[71177’27~"77'm] ) B=[7'm+1a7'm+27~--,zz] .

3 3 (T.17)

Zusammen mit der Darstellung (T.10) der Schnittmatrix lisst sich dann G1.(T.16)
in der Form '

1V
§i,=[sv.E| [;’B] =Sviv+iz=0

schreiben, was mit G1.(T.11) den Zusammenhang

B=-8viv=Mgiv (T.18)

3
~y

liefert. Die Baumzweigstréome sind demnach aus den Verbindungszweigstromen
zu berechnen. Weiters erhalten wir iiber

AV |Bav E 1. T
L= Vis| T \MEiv| T | M3 iv=EMs] iv

die Beziehung

i =MT,1:JV ) (T.19)

~ ~

Sie vermittelt die Berechnung aller Zweigstrome allein aus den Verbindungs-
zweigstromen.




12 T  Topologie elektrischer Schaltungen

T.4 Maschengleichungen

Ahnliche Zusammenhinge stellen wir nun auch fiir die Spannungen her. Wir
wahlen als Bezugssinn fiir die Spannung entlang eines Zweiges die jeweilige
Zweigorientierung und fassen alle diese Zweigspannungen in der Reihenfolge
der Zweignummerierung zusammen in der z x 1 - Matrix
T

r’lé = [ul,u2,..‘,u2] . (T20)
Jede der mit Bezug auf einen festgelegten Baum iiber die m Verbindungszweige
erklarten Maschen (Elementarschleifen) ist in der Maschenmatrix (T.5) durch
eine Zeile vertreten, jeder Zweig durch eine Spalte. Da jede Masche fiir sich
einheitlich orientiert ist, stellt die Matrixgleichung

Muy=0 (T.21)

ein System von m = z — k + 1 (entsprechend dem Rang m von M) linear un-
abhéngigen Maschengleichungen dar. In einer zusammenhingenden Schal-
tung mit £k Knoten und z Zweigen gibt es demnach - unabhingig von der spezi-
ellen Baumwahl - genau m = z — k + 1 linear unabhéngige Maschengleichungen.
Wiederum mit Bezug auf den festgelegten Baum bilden in der Zweigspan-
nungsmatrix (T.20) die ersten m Elemente die m X 1 - Matrix 4y der Verbin-
dungszweigspannungen und die restlichen s Elemente die s X 1 - Matrix 4 p
der Baumzweigspannungen,
T T
uv = [ui,ug,y ...y um)” up = W1y Umt2y - - -5 Usg) (T.22)

Mit der Darstellung (T.7) der Maschenmatrix schreiben wir nun die Maschen-
gleichungen (T.21) in der Form

uv
My = [E Ms] H = v+ Meus=0

oder, zusammen mit GI.(T.11),

uv=-Mpus=Sius| - (T-23)

Die Verbindungszweigspannungen lassen sich demnach aus den Baumzweigspan-
nungen vollsténdig berechnen. Auflerdem gilt wegen

uy SV us SY T
o= o] (] = [ o= levl o

die Beziehung

u=STus|, - (T.24)
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d. h., alle Zweigspannungen sind allein aus den Baumzweigspannungen berechen-
bar.

Halten wir fest: Die Bedingungen, die den Zweigstromen und Zweigspan-
nungen einer Schaltung von deren Topologie auferlegt werden, sind vollstindig
in den Schnittgleichungen (T.16) und in den Maschengleichungen (T.21) erfasst.
Die formalen Losungen dieser Gleichungen sind, wie Sie mit Gl. (T.13) sehen, die
Darstellungen (T.19) bzw. (T.24). Allerdings reichen diese m + s = z Gleichun-
gen nicht aus, die Strom- und Spannungsverteilung in der Schaltung vollstéindig
zu bestimmen, weil dazu insgesamt 2z Unbekannte (2 Zweigstrome und z Zweig-
spannungen) berechnet werden miissen. Es sind zusétzlich z Zweiggleichungen
erforderlich, die eine Verkniipfung zwischen den Zweigstrémen und den Zweig-
spannungen iiber die physikalischen Eigenschaften der Stromkreiselemente her-
stellen. Wir kommen darauf im nichsten Kapitel zuriick.

Neben den Verbindungszweigspannungen und den Baumzweigspannungen
mochte ich noch die in der Schaltungsanalyse ebenfalls hiufig gebrauchte s x 1
- Matrix UK der Knotenspannungen

EK = ['Ul,vz,...,’l}n]T, (T25)

auch Knotenpotentiale genannt, erwédhnen. Um sie festzulegen, haben wir
in unserer Schaltung einen Referenzknoten zu wihlen. Die Knotenspannungen
sind dann als die Spannungen der restlichen s = k ~ 1 Knoten gegen den Refe-
renzknoten erklirt. Mit der reduzierten Inzidenzmatrix A kénnen wir iiber die

Matrixgleichung

u=ATux (T.26)

schliefilich die Beziehung zu den Zweigspannungen herstellen. Ein Baum ist dazu
nicht nétig.

T.5 Satz von Tellegen

Die Betrachtung allein der Topologie einer Schaltung - unabhiingig von der Na-
tur der Stromkreiselemente - fithrt zu einer interessanten Aussage, die wir jetzt
herleiten wollen. Angenommen, eine Schaltung S werde durch einen orientier-
ten Graphen G représentiert. Als Bezugssinne fiir die Zweigspannungen und
Zweigstrome wahlen wir wie bisher die Zweigorientierungen, so dass einheit-
lich das Verbraucherbezugssystem gilt. Sei nun u irgendein vollstédndiges Sy-

stem von Zweigspannungen, das zwar die Maschengleichungen (T.21)
erfiillt, sonst aber keinen Einschrinkungen unterliegt. Weiters sei ;’ irgend-

ein vollstandiges System von Zweigstrémen, das den Schnittgleichun-
gen (T.16) geniigt, sonst aber ebenfalls ganz beliebig angenommen werden
kann. Der Strich an der Zweigstrommatrix soll darauf hinweisen, dass die
Systeme der Spannungen und Stréme nicht notwendig die tatsichliche Strom-
und Spannungsverteilung in unserer Schaltung zu einem bestimmten Zeitpunkt
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beschreiben miissen, sondern lediglich fiir sich den Maschengleichungen bzw.

den Schnittgleichungen unterworfen sind. Unter Verwendung der Darstellungen
(T.19) und (T.24) folgt dann

T
. T T . T .
ui'=($us) (M7iv)=uF (sMT) il

und dieser Ausdruck verschwindet wegen der universellen Eigenschaft (T.13) der
Maschenmatrix und der Schnittmatrix. Dies ist der Satz von Tellegen

4
~ o~ é=1

., Erfillt ein System von Zweigspannungen fiir sich die Maschenglei-
chungen und ein System von Zweigstromen fiir sich die Schnittglei-
chungen oder die Knotengleichungen und gilt einheitlich das Ver-
braucher- oder das Erzeugerbezugssystem, so ist das Produkt der

Zweigstrome mit den Zweigspannungen, summiert iiber alle Zweige,
gleich Null.”

Die Bedeutung des Satzes von Tellegen liegt in der Aligemeinheit seiner Aus-
sage und der Vielfalt der daraus zu ziehenden Schliisse. Uber die Art der kon-
zentrierten Stromkreiselemente werden iiberhaupt keine Annahmen getroffen,
sie konnen durchaus nichtlinear, gekoppelt oder gesteuert sein. Die Spannungs-
und Stromverteilungen miissen auch gar nicht zur selben Schaltung gehéren.
Wenn wir beispielsweise zwei Schaltungen S und S’ betrachten, die lediglich den
gleichen orientierten Graphen G gemeinsam haben, dazu irgendein vollstindiges
System u von Zweigspannungen in S, das den Maschengleichungen geniigt, ir-

gendein vollstandiges System 4 von Zweigstromen in S, das die Schnittgleichun-
~ gen erfiillt, und entsprechende Gréen %’ und i "in &', dann gilt

T-'=%'ij. (T.28)

u
~

i

~

Auch diese Ausdriicke verschwinden, weil z.B. 4’ = 0 oder ; = ( zulissige
~ ~J ~ ~s

Systeme darstellen (erfiillen die Maschen- und Schnittgleichungen).

Diese Ergebnisse konnen direkt in die komplexe Wechselstromrechnung
iibernommen werden, weil die Maschen- und Schnittgleichungen jeweils lineare
algebraische Gleichungen mit konstanten Koeffizienten sind. Gelten sie fiir die
reellen Momentanwerte der Zweigspannungen und Zweigstrome, so sind sie auch
fiir die zugehorigen komplexen Amplituden, die komplexen Effektivwerte, deren
konjugiert komplexe Gréflen, die Real- und Imaginirteile usw., nicht aber fiir
die Betrage giiltig.

Stellen y und 5 "= iin GL(T.27) die in einer Schaltung zu einem bestimm-

ten Zeitpunkt tatséchlich vorhandenen Zweigspannungen bzw. Zweigstréome dar,
so reduziert sich die Aussage des Satzes von Tellegen auf die Leistungsbilanz
in einem abgeschlossenen physikalischen System: Die Summe aller Zweigleistun-
gen ist gleich Null. Beachten Sie, dass einheitlich das Verbraucherbezugssystem
angenommen wurde und dass tiber alle Zweige der Schaltung zu summieren
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ist - einschlieBlich der Tore (Anschlusspaare), iiber die unsere Schaltung gegebe-
nenfalls mit anderen Schaltungen verbunden ist.

Angenommen, die Schaltung enthélt ¢t Tore, {iber die sie mit ihrer Umgebung
elektrisch in Verbindung steht. Wir nummerieren diese Zweige von 1 bis ¢ und
die restlichen von ¢ + 1 bis z. Der Satz von Tellegen besagt dann, dass die iiber
die Tore zugefithrte Momentanleistung

t
p==>_uci
¢=1
gleichzeitig von den restlichen Zweigen aufgenommen wird,

p= > ucic . (T.29)

¢=t+1

Diese Aussage erscheint nicht mehr ganz so selbstverstindlich, wenn wir beach-
ten, dass sie entsprechend auch fiir Zeiger der komplexen Wechselstromrechnung
iibernommen werden kann. Insbesondere ist in einer Schaltung, die aus einem
Sinusnetz gespeist wird, die gesamte komplexe Scheinleistung als Summe der
komplexen Zweigscheinleistungen berechenbar,

z
S= > Ul . (T.30)
¢=t+1

Daraus folgt, dass sich auch die gesamte Wirkleistung und die gesamte Blindlei-
stung zweigweise berechnen lasst. Weitere Anwendungen des Satzes von Tellegen
werden Sie im Kapitel S kennen lernen.

T.6 Fragen

1. Wie erklidren Sie den Begriff ,,elektrische Schaltung”?

2. Was verstehen Sie in diesem Zusammenhang unter ,,Zweig” und ,,Knoten”? Wel-
che Objekte werden damit dargestellt?

3. Was meinen wir, wenn wir vom ,,orientierten Graphen” einer Schaltung spre-
chen? Welche Eigenschaften der Schaltung lassen sich damit erfassen?

4. Wann nennen wir einen Graphen ,,zusammenhéngend”? Wie sind die ,,Kompo-
nenten” eines Graphen erkléart?

5. Spezielle Teilgraphen eines orientierten Graphen sind dessen Schleifen. Wie sind
sie definiert? Was bedeutet ,,Schlinge”?

6. Andere spezielle Teilgraphen eines orientierten Graphen sind dessen Baume. Wie
sind diese fiir zusammenhingende Graphen erklirt? Was verstehen Sie unter
einem ,,Verbindungszweig”?

7. Wie konstruieren Sie eine Schleifenbasis fiir einen orientierten Graphen? Was
genau bedeutet der Begriff ,,Masche”?

8. Aus welchen Elementen besteht eine Schnittmenge eines Graphen?

9. Wie gehen Sie vor, wenn Sie fiir einen orientierten Graphen eine Schnittmengen-
basis festlegen wollen? Was genau bedeutet der Begriff ,,Schnitt”?
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10. Welche Zusammenhénge bestehen in einem orientierten, zusammenhingenden,
schlingenfreien Graphen zwischen den Anzahlen der Knoten, Zweige, Baum-
zweige, Verbindungszweige, Schnitte und Maschen?

11. Wenn Sie einen Baum festgelegt haben, welcher Konvention folgen Sie dann
glinstiger weise bei der Nummerierung der Zweige? Wie nummerieren und ori-
entieren Sie die Maschen und die Schnitte?

12. Wie ist die vollstédndige, wie die reduzierte Knoten-Zweig-Inzidenzmatrix eines
orientierten, zusammenhingenden, schlingenfreien Graphen erklirt? Wie grof§
sind die Rénge dieser beiden Matrizen?

13. Wie lautet der vollstédndige Name der Maschenmatrix? Wie ist sie definiert und
wie groB ist ihr Rang?

14. Wie lautet der vollstandige Name der Schnittmatrix? Wie ist diese definiert und
wie grof ist deren Rang?

15. Wenn Sie eine Maschenmatrix kennen, wie finden Sie dann die zugehoérige Schnitt-
matrix, und umgekehrt? Welche kompakte Beziehung besteht zwischen der Ma-
schenmatrix und der Schnittmatrix?

16. Wie formulieren Sie die Knotengleichungen und die Schnittgleichungen mit Hilfe
der Graphentheorie? Wie sind die dabei verwendeten Matrizen erklart?

17. Wie viele unabhéngige Schnittgleichungen gibt es fiir eine zusammenhéngende
Schaltung? Lasst sich fiir die Schnittgleichungen eine formale Lésung angeben?

18. Wie formulieren Sie die Maschengleichungen und welche Matrizen brauchen Sie
dazu? .

19. Wie viele unabhéngige Maschengleichungen lassen sich fiir eine zusammenhin-
gende Schaltung aufstellen? Gibt es auch fiir die Maschengleichungen eine for-
male Losung?

20. Warum reichen die Schnittgleichungen und die Maschengleichungen zur Bestim-
mung aller Zweigstrome und Zweigspannungen einer Schaltung i.a. nicht aus?
Wodurch wird die fehlende Information geliefert?

21. Anstelle der Zweigspannungen werden hiufig die Knotenpotentiale verwendet.
Wie sind diese definiert? Wie hingen sie formal mit den Zweigspannungen zu-
sammen?

22. Wie lautet der Satz von Tellegen in Worten und als Formel?

23. Mit welchen Eigenschaften einer Schaltung lisst sich der Satz von Tellegen
begriinden? Welche speziellen Annahmen sind dazu erforderlich?

24. Warum gilt der Satz von Tellegen beispielsweise fiir die komplexen Effektivwerte
von Zweigstrémen und Zweigspannungen, nicht aber fiir deren Betrige?

25. Auf welche Aussage reduziert sich der Satz von Tellegen, wenn die darin vorkom-
menden Groflen die Augenblickswerte der Zweigspannungen und Zweigstrome
bedeuten?

T.7 Aufgaben

AT.1 Orientierter Graph einer Schaltung: Die Schaltung in Abb.AT.1a
soll mit Hilfe der Graphentheorie analysiert werden.

(i) Zeichnen Sie dafiir einen orientierten Graphen.
(i) Geben Sie die zugehorige Knoten-Zweig-Inzidenzmatrix in der vollstandi-
gen und in einer reduzierten Form an.
(iif) Wahlen Sie mindestens drei unterschiedliche Biume und zeigen Sie fiir
jeden der Fille die Festlegung der Schnittmengenbasis. Wie sehen die
zugehorigen Schnittmatrizen aus?
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(iv) Zeigen Sie fiir jeden der unter (iii) gewéhlten Baume die Festlegung der
Schleifenbasis. Wie sehen die zugehdrigen Maschenmatrizen aus?

‘ Il : .
i
)
: R.
S “Rf L2l
| M “

Abb.AT.la

AT.2 Eigenschaften der Maschen- und Schnittmatrizen: Priifen Sie di-
rekt fiir die in AT.1 gefundenen Maschen- und Schnittmatrizen die Beziehungen

Mo=-5v, M5 =0.

AT.3 Planarer Graph: Abb.AT.3a zeigt einen planaren Graphen.

(i) Konstruieren Sie die vollstindige Inzidenzmatrix.
(ii) Geben Sie die reduzierte Inzidenzmatrix mit Knoten @ als Referenzknoten
an.
(iii) Die dick ausgezogenen Zweige in Abb.AT.3a sind Baumzweige. Schreiben
Sie die Maschenmatrix an.
(iv) Wie sieht die zugehorige Schnittmatrix aus?

Abb.AT.3a
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AT.4 Nicht planarer Graph: Bestimmen Sie fiir den nicht planaren Graphen
aus Abb.AT .4a

(i) zuerst die vollstindige Inzidenzmatrix. Legen Sie dann einen Baum fest
und ermitteln Sie
(ii) die Schleifenbasis und die Maschenmatrix,
(iii) die Schnittmengenbasis und die Schnittmatrix.

Abb.AT.4a

AT.5 Baumsuche: In der reduzierten Inzidenzmatrix eines zusammenhingen-
den, orientierten Graphen mit ¥ Knoten gehort jede reguldre (k — 1) x (k —1)
- Teilmatrix zu einen Baum. Diese Eigenschaft lasst sich zur systematischen

Baumsuche verwenden. Zeichnen Sie den Graphen und alle méglichen Biume
zur reduzierten Inzidenzmatrix

0o 06 -1 -1 0 1

A=1{0 -1 0 1 -1 o0} . (T.31)
~ 1 o o 0 1 -1

AT.6 Rekonstruktion eines Graphen: Von einem zusammenhingenden
Graphen ist die Maschenmatrix

1 0 0 0 0 -1
M=10 1 0 1 1 -1 (T.32)
~ 1o o 1 1 1 -1

bekannt.

(i) Wie sieht die zugehorige Schnittmatrix aus?
(ii) Zeichnen Sie den orientierten Graphen.

AT.7 Zweigspannungen und Zweigstréme: In Abb.AT.7a ist eine Schal-
tung, in Abb.AT.7b der zugehorige Graph dargestellt. Ein Baum (dick ausgezo-
gen) ist bereits festgelegt.
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(i) Geben Sie die Schnittmatrix § und die Maschenmatrix M an.
(ii) Zeigen Sie direkt, dass die Zweigspannungen g mit den Baumzweigspan-
nungen y g iber ¢y = ST w g verkniipft sind.

(iii) Zeigen Sie direkt und interpretieren Sie die Gleichung §

Abb.AT.7a Abb.AT.7b

AT.8 Satz von Tellegen: Wihlen Sie fiir die Schaltung in Abb.AT.8 irgend-
welche konkreten, nicht trivialen Werte fiir die Spannungen und Stréme, die den
Kirchhoff-Gleichungen geniigen. Zeigen Sie, dass damit der Satz von Tellegen
erfiillt ist.

u, Us
A~

Abb.AT.8

AT.9 Erweiterter Tellegen-Satz: Angenommen, die Topologie zweier un-
terschiedlicher Schaltungen & und &' wird durch den gleichen Graphen aus
Abb.AT.9 beschrieben.

(i) In S ist der Zweig eine Gleichspannungsquelle mit 10V, alle anderen
Zweige sind 1Q - Widerstdnde. Berechnen Sie die Zweigstrome ; und die

Zweigspannungen .
~J
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(ii) In &’ ist der Zweig eine Sinusspannungsquelle mit dem Effektivwert
15V, die anderen Zweige stellen die Impedanzen

Zs =(1+j2)Q, Zs=(2-j3)Q,
Z1 =4Q, .Zzzgs» Za=g5

dar. Berechnen Sie auch dafiir die Zweigstréme i’ und die Zweigspannun-
gen v’
(iii) Uberpriifen Sie direkt die Giiltigkeit des Satzes von Tellegen in der Form

] '
’U,TZ =Uu 1
~ ~o ~y ~y

Abb.AT.9

AT.10 Energiesatz fiir eine RLC —Schaltung: Eine lineare Wechselstrom-
schaltung besteht aus einem Tor (Abb.AT.10a, komplexe Effektivwerte U, 1),
aus ng Widerstédnden, ny, ungekoppelten Spulen und no Kondensatoren. Leiten
Sie aus dem Satz von Tellegen einen ,,Energiesatz” in der Form

Uglp=P+jw2 (W, -W)

ab, wobei links die zugefiihrte komplexe Scheinleistung steht und P den Mittel-
wert der in den Widerstéinden insgesamt verbrauchten Leistung (Wirkleistung)
bedeutet. W,, und W, geben die zeitlichen Mittelwerte der insgesamt in den
Spulen bzw. in den Kondensatoren gespeicherten Energie an.

Le

LSS oY WP

Y| f

Abb.AT.10a




Kapitel A

Analyseverfahren fiir lineare
Schaltungen

Fiir die vollstdndige Analyse einer Schaltung muss neben der Schaltungstopolo-
gie auch bekannt sein, wie die Zweigstrome mit den Zweigspannungen zusam-
menhingen. Erst hier kommen die Natur der Stromkreiselemente, die gegen-
seitigen Kopplungen der Zweige, die Arten und Steuerungen der Quellen und
dhnliches ins Spiel. Die Formulierung erfolgt iiber die Zweiggleichungen und -

daraus abgeleitet - bei linearen Schaltungen tiber Quellen- und Immittanzmatri-
zZen.

A.1 Zweiggleichungen
Das grundsétzliche Vorgehen soll anhand eines einfachen Beispiels erldutert wer-

den. Wir nehmen dazu die Schaltung aus Abb.A.1. Bei der Auswahl der Zweige
ist iibrigens darauf zu achten, dass jeder Zweig mit idealer Spannungsquelle noch

r (b)
&
Ry, L Ly Ry

~
MYt

Abb.A.1 Lineare Schaltung (a) und zugehériger orientierter Graph (b) mit k = 4 Knoten und
z = 6 Zweigen. Die Knotennummern sind in Kreise, die Zweignummern in Quadrate gesetzt.
Der Zweig 1 besteht aus der Parallelschaltung der idealen Stromquelle und des Widerstands
R2. Die Zweige 2 und 3 sind induktiv gekoppelt. Die Masseverbindung bildet den Knoten 4.

21
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ein weiteres Element wie Widerstand, Spule oder Kondensator in Reihe und jeder
Zweig mit idealer Stromquelle noch ein weiteres solches Element parallel dazu
enthalt, was bei Beriicksichtigung der Innenwidersténde realer Quellen ohnehin
der Fall ist. Ich komme darauf zuriick.

Mit den angegebenen Zweigorientierungen als gemeinsamen Bezugssinn fiir

die Zweigspannungen und die Zweigstrome (Verbraucherbezugssystem) erhalten
wir

Zweig 1: 43 = ig + % , Zweig 4: uy = R3i4 ,
2
o o dio dis — . . (A1)
Zweig 2: ug = LlH{ + MH , Zweig 5: up = uq + Rais ,
. e o dig dia .. dus
Zwelg 3: ug = L2E -+ Ma N ZWelg 6: 16 = CW .

Wie Sie sehen, handelt es sich bei-den Zweiggleichungen i.a. um Differential-
gleichungen. Ist die Schaltung jedoch wie im vorliegenden Fall linear, so kénnen
wir mit Hilfe der komplexen Wechselstromrechnung sofort zu algebraischen Glei-
chungen iibergehen.

Angenommen, die beiden Quellen in unserer Schaltung liefern Sinusstréme
und Sinusspannungen einer einheitlichen Kreisfrequenz w. Unter Verwendung

zugehoriger GroBbuchstaben fiir die komplexen Effektivwerte folgt dann im ein-
geschwungenen Zustand

U,= Ryl — RZLI ’ Q4 = R3l,,
U, =jwlhl, +jwMl;, Us=Ril;+U,, (A.2)
U = jwLla I3+ jwMlI, , Ug = Ls/(jwC) -

Sie konnen diese Gleichungen nach den Regeln der komplexen Wechselstrom-
rechnung natiirlich sofort aus der Schaltung Abb. A.1 ablesen.

Fiir die systematische Verarbeitung insbesondere einer gré8eren Anzahl von
Zweiggleichungen bietet sich auflerdem die Matrixschreibweise an. Wir definie-
ren dazu die z x 1 - Matrizen der Zweigspannungen, Zweigstrome, Quellenspan-
nungen und Quellenstrome, in unserem Beispiel

Q = LQ17Q27_Q3aQ4’_U_5>Q6]T1 Qq = [070,0>07_Qqa0]T7 (A 3)

L: [£17127137147157I.6}T7 Lq = [;[_q’07030,0)0]T7 '
und dazu die z X 2z - Zweigimpedanzmatrix

Zy, 0 0 0 0 O 7 = Ro. Zoo =il

0 ZyZy5 0 0 0 i B Lo TR

Zyy Zsy 0 0 0 Loy = Zgy = JwM,

g: g _32 _83 Zyy 0 07 Z23 _312) JZ R, (A4

0 0 0 0 Zg 0 £33 =W Lu =T

0 0 0 0 0 Zg Zss = Ri, Zge = 1/(jwC),
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oder ihre Inverse, die z X z - Zweigadmittanzmatrix

0 0 0

Y 0 0 1 _ L
0 Yo Y9s 0 0 0 Yu=r Yo = pmii-wm:
Y:Z—II 0 132 ¥_33 0 0 0 ‘}:2321‘/‘32:'—.%(1‘12(2{—_1\477’
~ ~ 0 0 0 Z44 0 0 ’ Y s = 1 Y, = A
0 0 0 0 Yy O BT W= 4T R
0 0 0 0 0 Y| Yss=x Yee=iwC

(A.5)

Sind die Zweige in einer Schaltung nicht gekoppelt, so ist in der Zweigimpe-
danzmatrix bzw. in der Zweigadmittanzmatrix nur die Hauptdiagonale besetzt.
Gibt es dagegen Kopplungen zwischen den einzelnen Zweigen - z.B. induktiv oder
iiber gesteuerte Quellen - so treten in diesen Matrizen Elemente ungleich Null
auch auBerhalb der Hauptdiagonalen auf. Wenn in einem Zweig nur eine ideale
Spannungs- oder Stromquelle liegt, dann ist die Zweigimpedanzmatrix bzw. die
Zweigadmittanzmatrix singuldr. Deshalb haben wir diese Fille ausgeschlossen.
Unter Verwendung der so definierten Matrizen nehmen die Zweiggleichungen die
kompakte Form

U=2(1-L)+Ud| oder " [I=Y{U-Ud L (46)

an. Sie konnen das an unserem Beispiel leicht nachpriifen.

Das Ziel der Schaltungsanalyse ist die Berechnung der Zweigspannungen und
der Zweigstrome, eine Aufgabe, die sich fiir groBe Schaltungen nur rechnerun-
terstiitzt sinnvoll bewiltigen lisst. Notwendig dafiir ist eine mdoglichst weitge-
hende Systematisierung: Erfassung der Schaltungstopologie in Inzidenzmatri-
zen, Darstellung der Zweiggleichungen in einer maschinell bearbeitbaren Form.
Aus der Reihe der verfiigbaren Analyseverfahren werden wir in den folgenden

Abb.A.2 Orientierter Graph der Schaltung aus Abb.A.1 mit k¥ = 4 Knoten, z = 6 Zweigen,
s = k—1 = 3 Baumzweigen und Schnitten und m = z—k+1 = 3 Verbindungszweigen und Ma-
schen. (a) Nach dem Festlegen eines Baumes (dick ausgezogen) werden die Verbindungszweige
von 1 bis m = 3 und die Baumzweige von m + 1 = 4 bis z = 6 nummeriert. (b) Jeder Ver-
bindungszweig definiert genau eine Masche und legt deren Nummer und Orientierung fest. (c)
Jeder Baumzweig definiert genau einen Schnitt und dessen Orientierung. Die Schnittnummer
ist gleich der zugehorigen Baumzweignummer minus m.
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Abschnitten drei herausgreifen und in ihrer Anwendung auf lineare Schaltun-
gen besprechen, nédmlich das Maschenverfahren, das Schnittverfahren und das
Knotenspannungsverfahren.

Als Beispiel soll weiterhin die Schaltung aus Abb.A.1 dienen. Abb.A.2 zeigt
nochmals den zugehorigen orientierten Graphen mit dem gewéhlten Baum, den
Maschen und den Schnitten. Ausgehend davon erhalten wir die vollstindige
Inzidenzmatrix ,{1}) und daraus, wenn der Knoten 4 entsprechend der Massever-

bindung als Referenzknoten gewahlt wird, nach dem Streichen der vierten Zeile
die reduzierte Inzidenzmatrix A,

2

1 01 00 1-1
0. a=]-1 000 0 1. (A7
: 00110 0

Die Maschenmatrix lasst sich aus Abb.A.2b und die Schnittmatrix aus Abb.A.2c
ablesen:

1 0 0 0 1 1 0 0 1.1 0 O
M=10 1 0 0-1 0, §=|-1 1 0 0 1 0f. (A.8)
Y 0 0 1-1 0 0 -1 0 0 0 0 1
Beachten Sie das Auftreten der Formen (T.7) und (T.10).

A.2 Maschenverfahren
(Verbindungszweigstromanalyse)

Das Maschenverfahren geht von den Maschengleichungen (T.21), von der Lésung

(T.19) der Schnittgleichungen (T.16) und von den Zweiggleichungen in der Form
(A.6); aus,

MU=,
L=M"1v. (1.9)
U=zL+Us-ZLe

Die Matrizen M,Z,Uq und I, werden als bekannt vorausgesetzt, die m x 1 -
Matrix Iy der Verbindungszweigstréme ist zu berechnen. Wir multiplizieren die
Zweiggleichungen (A.9)3 von links mit der Maschenmatrix, erhalten dann wegen

GL(A.9); auf der linken Seite die Nullmatrix und driicken im ersten Term auf der

rechten Seite mit Gl.(A.9), die Zweigstrdme durch die Verbindungszweigstrome
aus,
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Eine Zusammenfassung zur Maschenimpedanzmatrix

o~~~

Zv=MZM" (A.10)
und zur Maschenquellenmatrix .
Uov =M (220~ Us) (a11)

fiihrt schlieBlich auf das lineare Gleichungssystem

ZvIv="Ug |, (A.12)

dessen Auflssung die gesuchten Verbindungszweigstrome liefert. Die restlichen
Zweigstrome und alle Zweigspannungen folgen dann aus den Gln.(A.9) und
(A.9)s.

In unserem Beispiel ergeben sich die Maschenimpedanzmatrix (A.10) aus der
Maschenmatrix (A.8); und der Impedanzmatrix (A.4) und die Maschenquellen-
matrix (A.11) fiir die Quellenmatrizen in der Form (A.3) zu

Zyy+ Zss + Zesy —Zss 0
Zv = —Zss, Lo+ Zssy Lo )
0, L3, Zas+ Zys

qu = [Zl]lq _Qq’ ._U_qv O]T *
Das Gleichungssystem (A.12) ist damit
(Z11 + Zss + Zee) Ly — Zs51y = 2111, - Uy,

~Zosly +(Zoo + Zss) o + Zos I3 =U,,
Zaoly +(Zs3+ Z4s)I3=0.

Abb.A.3 Schaltung aus Abb.A.1. Das Maschenverfahren liefert die drei linear unabhingigen
Gleichungen (A.13) fiir die drei Verbindungszweigstrome.
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Um zu sehen, was es bedeutet, setzen wir die Impedanzen aus (A.4) ein und
ordnen die Terme etwas anders an:
Ri(l, = I,)+U,+ Ro(I; — I,)+ I,/(jwC) =0,
~Ry(I; — Iy) +jwliI, + jwMI; - U, =0, (A.13)
JwMI; + (Rs +jwL2)I3 =0.

Es werden also genau die Maschengleichungen unserer in Abb.A.2b festgelegten
Elementarschleifen wiedergegeben (Abb.A.3).

A.3 Schnittverfahren (Baumzweigspannungsana-
lyse)

Ausgehend von den Schnittgleichungen (T.16), von der Losung (T.24) der Ma-
schengleichungen (T.21) und von den Zweiggleichungen in der Form (A.6)s,

2L=0,
U=STUs, (A.14)
L=YU+ L~ Yl

wird aus den als bekannt vorausgesetzten Matrizen S,Y, I, und U, die Matrix
U B der s linear unabhingigen Baumzweigspannungen ermittelt. Wir multiplizie-

ren dazu die Zweiggleichungen (A.14)3 von links mit der Schnittmatrix, erhalten

wegen Gl.(A.14); auf der linken Seite wieder die Nullmatrix und driicken im er-
" sten Term auf der rechten Seite die Zweigspannungen iiber Gl.(A.14)2 durch die
Baumzweigspannungen aus,

81 =58~ 8 (e L)
0 =878Us -5 (YUeLa) -
Wir definieren die Schnittadmittanzmatrix
Ys=S8Ys", (A.15)
und die Schnittquellenmatrix
Lo = § (XU~ L) - (A16)

und schreiben das resultierende lineare Gleichungssystem in der Form

YeUp=Ign| - (A.17)
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Abb.A.4 Schaltung aus Abb.A.1. Das Schnittverfahren liefert die drei linear unabhingigen
Schnittgleichungen (A.18) fiir die drei Baumzweigspannungen.

Seine Auflosung liefert die gesuchten Baumzweigspannungen. Die restlichen
Zweigspannungen und alle Zweigstrome lassen sich anschlieffend direkt aus den
GlIn.(A.14); bzw. (A.14)3 berechnen.

Die Schnittadmittanzmatrix und die Schnittquellenmatrix ergeben sich in
unserem Beispiel iiber die Darstellungen (A.8)> und (A.5) im Fall der Quellen-
matrizen (A.3) zu

X33 + 2441 }_/_32y 0
YB=|Ys, Y, +Y0+Ys Yy, )
0, Y, Y, +Ye

r{qB = [07 Xssgq +£q7 lq]Tv
fithren also auf das lineare Gleichungssystem (A.17)

(Y33 +Y4)Uy +Y3Us =0,
YouUs+ (Y + Yoo + Y5)Us + Y\ Ug = Y55U, + 1,
Y Us+ (Y1 + Yee)Us =1, »

oder, etwas umgeordnet und die Admittanzen aus (A.5) eingesetzt,

L, Dl - MU

R L)~
LoUs — MU, 1 B 1 _ _ (A.18)
jw(L1L2 - M2) + R2 (Q5 + QG) -I-q + Rl (-U—S Qq) =0 ’

1
R;(Qs +Us) — L, +jwCUg=0.

Zusammen mit Abb.A.4 ist ersichtlich, dass dies genau die Schnittgleichungen
fiir die in Abb.A.2c angegebenen Schnitte darstellt.
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A.4 Knotenspannungsverfahren

Grundlage fiir das Knotenspannungsverfahren sind die Knotengleichungen (T.15),

die Darstellung (T.26) der Zweigspannungen durch die Knotenspannungen und
die Zweiggleichungen in der Form (A.6),:

AL=0,
U=A"Uk, (A.19)
L=YU+ L~ YU

Die Matrizen A,Y, I, und U, sind gegeben, die Matrix Ux der s = kK — 1

Knotenspannungen (die Spannungen der Knoten gegen den Referenzknoten) ist
zu bestimmen. Es wird dazu G1.(A.19) von links mit A multipliziert,
AL =4YU - AW Lo)
0 = AYAUx~A(YUe~ Lo) -
Daraus folgt nach Definition der Knotenadmittanzmatrix
Yk =AYA" (A.20)

und der Knotenquellenmatrix

Lox = 4 (Y8~ La) (A21)

das lineare Gleichungssystem

YUk = Ik (A.22)

zur Berechnung der gesuchten Knotenspannungen. Die Zweigspannungen und
die Zweigstréme sind dann iiber die Gln.(A.19); und (A.19)3 direkt anzugeben.

Mit den Matrizen (A.7)2 und (A.5) sowie den Quellenmatrizen aus (A.3)
erhalten wir beispielsweise fiir unsere Schaltung

Yoo + Y55+ Y —Yee, Yo
Yk = —Yee) Y, +Yg, O )
Y, 0, Y +Yyy

;{)qK = [X,S{S.U_q? lq7 O]T .

Wir haben dann als System (A.22) die Gleichungen
(Yoo + Y5+ Ye6)Vy — YoV + Y03V =Y55U,

~YeeVi+ Y+ Yee) Vo =1,
YooV + (Y3 + Y4s)V3 =0
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(V;,i = 1,2,3, ist der komplexe Effektivwert der Spannung des Knotens i ge-
gen den Referenzknoten 4), oder, die Admittanzen aus (A.5) eingesetzt und die
Terme umgeordnet,

1 —_—
=V, =U) +jwC(V, = V) + LoV, - MV,

— = =)
Rl Jw(Lng - MZ) !

. 1
WwC(V, —Vy) + EY_Q -1,=0,

LiVs—-MV, 1
[t S et —V.=0.
Jo(Lils — M%) T Ry

Dies sind, wie ein Blick auf Abb.A.la bestétigt, genau die Knotengleichungen
fiir die Knoten 1, 2 und 3.

A.5 Fragen

Was bedeutet der Begriff ,,Immittanz”?

Welche Sachverhalte werden in den Zweiggleichungen erfasst?

3. Warum sind die Zweiggleichungen im Zeitbereich in der Regel Differentialglei-
chungen?

4. Unter welchen Voraussetzungen koénnen wir das System der Zweiggleichungen
als algebraisches Gleichungssystem darstellen? Spielt dabei die Linearitat der
Stromkreiselemente eine Rolle? Warum?

. Sind in den Quellenmatrizen alle Strom- und Spannungsquellen vertreten?

6. Welche Bedeutung haben die in der Hauptdiagonalen der Zweigimpedanzmatrix
stehenden Elemente? Wann treten auch Elemente auferhalb der Hauptdiagona-
len auf und was bedeuten diese?

7. Wie sehen die Zweiggleichungen in der Impedanzform, wie in der Admittanzform
aus? Welche Annahme iiber die Bezugssinne wurde dabei getroffen?

8. Worin besteht die allgemeine Aufgabe der Schaltungsanalyse?

9. Mit welchen Matrizen wird die Topologie einer Schaltung erfasst? Wie viele un-
abhéngige Gleichungen fiir die unbekannten Zweigstréme und Zweigspannungen
sind allein aus der Schaltungstopologie zu gewinnen?

10. Wodurch werden die restlichen Gleichungen geliefert? Wie viele Gleichungen
brauchen Sie insgesamt?

11. Von welchen Gleichungen haben Sie beim Maschenverfahren auszugehen?

12. Wie sind die Maschenimpedanzmatrix und die Maschenquellenmatrix definiert?

13. Unter welcher Bedingung ist das resultierende lineare Gleichungssystem beim
Maschenverfahren eindeutig lésbar? Wie erreichen Sie, dass diese Voraussetzung
sicher zutrifft?

14. Wie viele und welche Unbekannten werden beim Schnittverfahren direkt berech-
net?

15. Aus welchen Gleichungen gewinnen Sie beim Schnittverfahren die restlichen

Zweigspannungen und die Zweigstrome?

16. Wie stellen Sie die Schnittadmittanzmatrix, wie die Schnittquellenmatrix auf?

17. Wie sind die Knotenspannungen definiert und wie viele davon gibt es in einer

zusammenhéngenden Schaltung?

18. Welche Gleichungen liegen dem Knotenspannungsverfahren zugrunde?

o=

[%2]




30 A Analyseverfahren fiir lineare Schaltungen

19. Wie erreichen Sie, dass die Knotenadmittanzmatrix sicher reguldr ist? Ist das
wichtig? Warum?

20. Welche Vorteile bietet unter Umsténden das Knotenspannungsverfahren gegeniiber
dem Maschenverfahren oder dem Schnittverfahren?

A.6 Aufgaben

AA.1 Zweigimpedanzmatrix: Bestimmen Sie fiir die Schaltung aus Abb.AA.1
die Zweigimpedanzmatrix. '

€1
AN
=~

x(
=

Abb.AA.1

AA.2 Zweigadmittanzmatrix: Die Schaltung aus Abb.AA.2 dient als ver-
einfachtes Hybridmodell einer Darlington-Schaltung (zwei spannungsgesteuerte
Stromquellen). Bestimmen Sie die Zweigadmittanzmatrix.

Abb.AA.2

AA.3 Quellenmatrizen: Die Wechselstromschaltung aus Abb.AA.3 enthilt im
Zweig 3 eine von der Kondensatorspannung linear gesteuerte Spannungsquelle.
Bestimmen Sie

(i) die Quellenmatrizen,
(i) die Zweigimpedanzmatrix.
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Abb.AA.3

AA .4 Zweiggleichungen: Stellen Sie fiir die in Abb.AA .4 angegebene Wech-
selstrom-Ersatzschaltung jene Matrizen auf, die in den Zweiggleichungen

U=2(1~ L) +Us
benotigt werden.

S s e

&L

Abb.AA 4

AA.5 Knotenspannungsverfahren: Die Gleichstromschaltung aus Abb.AA.5a
soll beispielhaft mit Hilfe des Knotenspannungsverfahrens analysiert werden.

(i) Legen Sie ,,zuléssige” Zweige fest und zeichnen Sie dafiir einen orientierten
Graphen.

(ii) Geben Sie die vollstindige Inzidenzmatrix und, nach Wahl eines Referenz-
knotens, die reduzierte Inzidenzmatrix an.

(iii) Stellen Sie die Zweigadmittanzmatrix und die Quellenmatrizen auf.

(iv) Berechnen Sie die Knotenadmittanzmatrix und die Knotenquellenmatrix
und bestimmen Sie daraus die Knotenspannungen.

(v) Berechnen Sie schliefllich alle Zweigspannungen und alle Zweigstréme nach
dem Knotenspannungsverfahren.

(vi) Uberpriifen Sie das Ergebnis - als notwendige Bedingung - mit dem Satz
von Tellegen.

502 250

50y ||oa 12 6A

Abb.AA.5a
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A A.6 Maschenverfahren: Berechnen Sie alle Zweigspannungen und alle Zweig-
strome fiir die Wechselstromschaltung aus Abb.AA.6a mit dem orientierten Gra-
phen aus Abb.AA.6b nach dem Maschenverfahren.

/10
@ )
4l QT o
(5A
L 2A 40 d
'J55T~ 20 ) | 7]
O .
® oy 02 © @ ®
Abb.AA.6a Abb.AA.6b

AA.AA.7 Schnittverfahren: Losen Sie die Aufgabe AA.6 nach dem Schnitt-

verfahren.
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AT.1 Orientierter Graph einer Schaltung:

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

Werden die Innenwidersténde der (realen) Quellen mit den (idealen) Quel-
len selbst zu jeweils einem Zweig zusammengefasst, entsteht mit den Num-
merierungen der Knoten und Zweige und den gewihlten Bezugssinnen aus
Abb.AT.1b der orientierte Graph aus Abb.AT.1c

Gem#f den Definitionen erhalten wir die vollstindige Inzidenzmatrix A,

und, z.B. mit @ als Referenzknoten, eine reduzierte Inzidenzmatrix A,
1 o -1 -1 -1

A R
0 -1 0 1 1

Die Abbildungen AT.1 d,e,f zeigen drei mogliche Biume und die jeweilige
Festlegung der Schnittmengenbasis (s = k — 1 = 2 Schnitte). Die Zweig-
nummerierungen sind dabei nach den iiblichen Konventionen angepasst.
Die zugehdrigen Schnittmatrizen ergeben sich zu

11 -1 1 0]
@ 5= [ 0 1 -1 0o 1]°

-1 1 0 1 0]
(e) ﬁ—[ o 1 1 o0 1]°

11 0 1 0]
&) 5= [-1 1 1 0 1]

Die Festlegung der Schleifenbasis zu den gewihlten Biumen ist in den
Abbildungen AT.1 g,h,i gezeigt (m = 2z — s = 3 Maschen). Die Zweig-
nummerierungen sind die der Abbildungen AT.1 d,ef. Die zugehdrigen
Maschenmatrizen ergeben sich zu

1 0 0 1 0}

g M=(0 1 0 1 1},
~ lo o 1 1 1]
1 0 0 1 0]

k) M=|0 1 o0 -1 1},
~ {0 o 1 0o -1

68
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1 0 0 1
@mM=|0 1 0 -1
~ 0 0 1 0
@ . ©
M
@
Abb.AT.1b

aa

\
2

./

Abb.AT.1f

69

Abb.AT.1le

Abb.AT.1g
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Abb.AT.1h

AT.2 Eigenschaften der Maschen- und Schnittmatrizen:

i -1 0
- -1 -1
(d7g) §V: |: é _1 _1jl 3 ,‘\346: —1 -1 Z*%Ba x
11
-100
1 0 0 1 0] 4-1 - 0 0
MST=(0 1 o0 1 1}|-1 -1|=}|0 of ;
~r 0 0 1 1 1 1 0 0 0
0 1
-1 0
-1 1
(evh) §V= |: 0 1 2] ’ éﬁ: [ 1 ‘1} :_%Bv
0 1

o O -
-
o O
1
e
-

—

14
. 11 0
(£5) §V:[-1 1 1} 7 ﬁ‘:C:[l 1}2‘%3’

0 1
1 -1
1 06 0 1 11}1 - 0 0
MsT=]l0 1 o0 -1 -1{]lo0o 1l=}l0 o
~“™ 10 0o 1 0 -1]]1 o 0 0
0 1
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AT.3 Planarer Graph:

Der Graph hat k¥ = 4 Knoten, 2 = 6 Zweige und ist zusammenhéngend. Dem-
nach sind ihm s = k — 1 = 3 Schnitte und m = z — s = 3 Maschen zugeordnet.

(i) Nach Definition der vollstindigen Knoten-Zweig-Inzidenzmatrix erhalten

WIr
| 1 1 -1 0 o0 1
1 0 0 1 0 0
=1y o 1 1 1 0
o 1 0 0 -1 -1

(ii) Die reduzierte Knoten-Zweig-Inzidenzmatrix folgt daraus durch Streichen
der vierten Zeile, die dem Referenzknoten @zugeordnet ist,

-1 1 -1 0 0 1
A=1| 1 0 0 1 0 0
~ 0 0 1 -1 1 0

(iii) Mit dem festgelegten Baum und der bereits passenden Zweignummerierung
ist die Schleifenbasis nach Abb.AT.3b zu konstruieren. Die zugehorige
Masche-Zweig-Inzidenzmatrix ist

| 1 0 o0 -1 -1 1
: M=[0 1000-1].

' ~ 10 o 1 0 -1 1

; M B

(iv) Die Schnittmengenbasis ist nach Abb.AT.3c festgelegt. Daraus oder iiber
§=[-M5E]

folgt die zugehorige Schnitt-Zweig-Inzidenzmatrix

S = 1 0 1 0 1 0

1 0 0 1 0 0 }
-1 1 -1 0 0 1

Abb.AT.3b Abb.AT.3c
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AT.4 Nichtplanarer Graph:

Der Graph hat k£ = 5 Knoten, z = 10 Zweige und ist zusammenhsingend. Er
besitzt deshalb s = k — 1 = 4 Schnitte und m = z — s = 6 Maschen.

(i) Mit den Nummerierungen aus Abb.AT.4b haben wir die vollstandige Inzi-

denzmatrix
0 0 0 1 0 1 0 -1 -1 0
-1 1 0 0 0 0 0 0 1 1
Ay = 0 0 1 -1 1 0 0 0 0 -1
~ 0 -1 -1 0 0 -1 1 0 0 0
1 0 0 0 -1 0 -1 1 0 0

(ii) Zu dem dick ausgezogenen Baum gehoéren die Schieifenbasis aus Abb.AT.4c
und die Maschenmatrix

1 0o 0 0 0 0 0 -1 1 0
o 1 0 o0 0 0 1 1 -1 o0
o o 1 0o o0 0 1 1 -1 1
M=19 0o o 1 0o 0 0 0 1 -1
o 0o o0 o0 1 0 0 1 -1 1
(0 0 0 0 0 1 1 1 0 0

J}({B

(iii) sowie die Schnittmengenbasis aus Abb.AT.4d und die Schnittmatrix

0 -1 -1 o0 0 -1 1 0 0 0
g_| 1 1 1 0o 1 a1 0 1 0 0
R~ 1 1 1 -1 1 0 0 0 1 0
o 0 -1 1 -1 0 0 0 0 1
Qv
F\®
e
U
ON_ B @ @

Abb.AT.4b Abb.AT.4c
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Abb.AT.4d u

AT.5 Baumsuche:

Wir erginzen zuerst A zur vollsténdigen Inzidenzmatrix A, wobei @als Refe-
renzknoten gewahlt wird,

1 2 3 4 5 6 « Zweignummer
-1 1 1 0 0 0 1
A= 0 o -1 -1 0 1 2
<710 -1 0 1 -1 0 3
1 0 0 0 1 -1 4
1

Knotennummer

Dann zeichnen wir 4 Knoten in beliebiger Lage und fiigen die Zweige geméf} der
in A erfassten Inzidenzen ein, Abb.AT.5.

Es gibt s = k — 1 = 3 Baumzweige. Nach dem angegebenen Verfahren sind
alle reguldren 3 x 3—Teilmatrizen von A zu suchen.

1 2 3 1 2 4

| 0 0 -17 2 0 0 -17 2

‘ 0o -1 ol 3 0 -1 -1]3
1 0 0] 4 1 0 0] 4
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AT.6 Rekonstruktion eines Graphen:

Der Graph hat jedenfalls z = 6 Zweige, m = 3 Maschen, s = z —m = 3 Schnitte
und k = n+ 1 =4 Knoten.

(i) Im hinteren Teil der gegebenen Maschenmatrix M = [E, Mp ] steht die

~

Masche-Baumzweig-Inzidenzmatrix
0 0 -1
Mp= 1 1 -1
~ 11 -1
Daraus folgt die Schnitt-Verbindungszweig-Inzidenzmatrix
0o -1 -1
Sv=-Mp=|0 -1 -1y,
~ 11 1

mit der sich die Schnittmatrix aufbauen lisst,

0 -1 -1 .1 0 0
S=[Sv,E]=]10 -1 -1 0o 1 0
- 1 1 1 0 0 1

(ii) Zur Rekonstruktion des Graphen konnen wir beispielsweise die drei Ma-
schen Abb.AT .6a, die direkt aus M ablesbar sind, zusammenfiigen, Abb.AT.6b.

5l o

Abb.AT.6b

Abb.AT.6a
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AT.7 Zweigspannungen und Zweigstréme:

Der Graph ist zusammenhingend, besitzt ¥ = 4 Knoten, z
damit s = k — 1 = 3 Schritte, m = z — s = 3 Maschen.

6 Zweige und

(i) Fiir die Schnittmatrix erhalten wir mit Abb.AT.7c

0 -1 -1 1 0 0
S=1]0 -1 -1 0 1 0
~ 1 1 1 0 o0 1
N ——
Sv
Daraus folgt die Maschenmatrix
1 0 0 0 0 -1
M=[E-8%]=|{0 1 o0 1 1 -
0 0 1 1 1 -1
(ii) Die Gleichung
0 0 1 Ug Uy
-1 -T 1 u —Ug —Us +Ug Uog
ST -1 -1 1 u4 | ~us —us Hus| ! | uz| _
g ¥B = 1 0 0 u5 - Ug R
0 1 0] 6 Us Us
0 0 1 (7 Ue

entspricht, abgesehen von drei Identitdten, den drei Beziehungen

Uy = Us,
Up = —Ug — Us — Us,
Ug = —Ugq — Uy — Ug

die genau drei unabhéngige Maschengleichungen bilden und somit erfillt
sind, falls die Kirchhoff-Regeln gelten.

(iii) Die Gleichung

1
0 -1 1 1 0 0 ;2 —iy —i3 +ia '
Si=(0 -1 -1 0 1 0 2.3= —iy  —i3 +is =0
1110011.4 i iy +iz g ~
S
1g

ist mit Giiltigkeit der (erweiterten) Kirchhoff-Knotenregel erfiillt.

8
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Abb.AT.7c n

AT.8 Satz von Tellegen:
Wir wihlen beispielsweise

uy =1V, u2=2V, ug =3V => us = —2V,
Uy = 4V = ug = 2V

und

i =1A =iy = —1A, i§ = 1A,

ig = 6A = i), = —6A, iy = —5A.
Dann gilt

6
ET};’ = Zuci'c = [1-142:(-1)+3-1+4-(—6)+(~2)-(=5)+2:6 | VA = 0,
¢=1

die Gleichung ist also tatséchlich erfiillt. [ |

AT.9 Erweiterter Tellegen-Satz:
Werden die Zweige , und @ als Baumzweige gewihlt, ergeben sich die

Schnittgleichungen Maschengleichungen
ig —i3+14 =0, uy +us —ug =0,
—i1 +i2+1i5 =0, Uz —ug — us =0,
i1 —13 + 16 =0, u3 + ug + ug = 0.

(1) Mit ug = 10V und u¢ = 192 - i, fiir ( = 1,2, 3,5, 6 folgt daraus

i"=[0, 5 -5 -10, -5, -5] A,
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(ii) Ahnlich erhalten wir mit U, = 15V (0.B.d.A. reell angenommen) und U, =
Z 1, fir ¢ =1,2,3,5,6 nach Losung eines linearen Gleichungssystems

0,723 + 2,627 2,803 + 10,508
2,589 + 1,256 8046 - 5255

| ss12 4+ j13m | 6054 - 5253

L=1 5900 + joia|®d U=|15 V.
3312 + 1,371 6,054 - 5253
2580 - 1,256 8945 +  j5.256

(ii) Setzen wir nun ;' = J, so ergibt sich

u” i’ = 4" I = (0,000 - j0,010)VA ~ 0

und, mit «’
&

g

w7 i =T i =(~0,005—j0,025)VA ~ 0

Die Ungenauigkeiten (im Prozent-Bereich) sind vermutlich durch Run-

dungsfehler verursacht. -

AT.10 Energiesatz fiir eine RLC—Schaltung:

Jedem Stromkreiselement wird ein Zweig zugeordnet, dessen Orientierung den
gemeinsamen Bezugssinn fiir Strom und Spannung angibt (Verbraucherbezugs-
system). Linearitdt der Stromkreiselemente und Sinusschwingungen vorausge-
setzt, ist die komplexe Wechselstromrechnung anwendbar. Aus dem Satz von
Tellegen, geschrieben in komplexen Effektivwerten ( u = _Q_, 3 I — ’_\I_J *Y,

ngR nr nc
Uglg = Z Uridri + Z Urelle + Z Ucrltks
k=1 k=1 k=1

folgt mit den Elementgleichungen (Abb.AT.10b)

Upilin = Reli, Uppliy =jwLleliy, Ucplty = jwCilUéy,

also

k=1 k=1

nR nL o4 no
Uplp = Z Ry I} +jWQ(Z —Q-kaik - Z ECkUék) .
k= i
N, o’ - ! !

p W w

e
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e

G I =j0G U

Abb.AT.10b

AA.1 Zweigimpedanzmatrix:

Aus den Zweiggleichungen

U, =jwLI, +jwMI,,
U, = jwMiI; +jwLaly,

QS = R0£3 + _.U..o?

U, = I,R/(1+jwRC)

lasst sich die Zweigimpedanzmatrix sofort ablesen,

ijl

| eM
Z= 0
0

jwM 0

ijz 0
0 Ry
0 0

Sie ist symmetrisch { RLC M —Schaltung).

AA.2 Zweigadmittanzmatrix:

79

]
0
0
0 Y
R/(1 + jwRC)
]

Die Zweigstrome lassen sich ganz einfach durch die Spannungen ausdriicken, und

daraus ist die Zweigadmittanzmatrix sofort ablesbar,

I, =U, /R,
I, = U,/ R,
I3 =90,
I, = g2U,
Iy = Qs/RAv

\/R 0

0 1R,
y=| % 0
~ 0 92
0 0
0 0

Is =Ug/Ro — Ug/Ro,

OO0 OO0

OO OO OO

oSoooo
Eooooo

Die Zweigadmittanzmatrix ist unsymmetrisch (unsymmetrische Zweigkopplun-
gen iiber die gesteuerten Quellen) und iiberdies singulsr (Nullspalten), d.h. die
Zweigimpedanzmatrix existiert nicht.
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AA.3 Quellenmatrizen:

(i) Die Quellenmatrizen beriicksichtigen nur die unabhéngigen, nicht die ge-
steuerten Quellen (Bezugssinne beachten!).

U= [__U_qv- 07 0]T7 Lq = [0) 07 O]T

(ii) Die Zweigimpedanzmatrix 7 lésst sich aus den Zweiggleichungen
U=zl fir Uy=0 ud [,=0
bestimmen. Wir erhalten

U,=RlI,
U, =1,/ (jwC),
Uz = aU, + jwLl; = I,o/(jwC) + jwLl,

und daraus die (unsymmetrische) Matrix

R 0 0
Z= 0 1/(jwC) 0
0 a/(jwC) jwL

AA.4 Zweiggleichungen:

Bendtigt werden die Quellenmatrizen U,, I, und die Zweigimpedanzmatrix Z.

In den Quellenmatrizen sind die unabhéngigen Quellen zu beriicksichtigen,
Qq = [-U,, 0, O]Tv ,{q = ,Q

Die Impedanzmatrix folgt aus U=21 fir Ug=0,

U =8I, R 0 0 0
U, = Raly, . 0 R, 0 0
Us = Rsly, Z=1 0o 0o R 0
I, =al, +jwClU, = a/(jwC) 0 0 1/(jwC)

Uy = (—al; + L)/ (jw0),
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AA.5 Knotenspannungsverfahren:

(i) ,,Zulassige” Zweige enthalten zu idealen Spannungsquellen und zu idealen
Stromquellen zusétzlich Impedanzen in Reihe bzw. parallel, Abb.5b,c.

(ii) Mit @als Referenzknoten gilt

~ | 1 0 3
1 2 3 4
1 1 0 -] 1
“A=lo o0 a1 1| 2

(iii) Da keine Zweigkopplungen vorliegen, kann die Zweigadmittanzmatrix so-
fort angeschrieben werden,

Y = diag[0,2;0,1;1,0;0,4] S,
ebenso die Quellenmatrizen,
T
Uq = [50V;0;0;0]",
Io=[0;0;64;0]".

(iv) Die Knotenadmittanzmatrix ist gemaS8

02 0 0 01][1 0O

o, 1 0 ajfo o1 0o o ||1 o
Yx=4¥4 —[0 0 -1 1jfo o 10 o |[0 -1
0 0 0 04][1 1

zu berechnen,

0,7 -04
Yk = [-0,4 1,4] .

Ahnlich erhalten wir fiir die Knotenquellenmatrix

10A 0

1 1 0 -1 0 0
{,qKZé(ZQQ“iq)z[o 0 -1 0 0 | " |6A |

0 0

Ik = [L0A;6A]T.
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Mit Ug = [U13, Usz ]T := [V}, V2]T ist daher das lineare Gleichungssystem

B 0,78 -0,4S Vil_ | 10A
XQK—;LQK’[-OAS 1,4S:H: V2:|_ I: 6A]

zu 16sen. Dies liefert

U = [20V;10V]".

(v) Die Zweigspannungen folgen aus

10 20
or 1 off20v]_| 20
U=4Us| o _gllwv|™]| 10| ¥
11 -10
und die Zweigstrome ‘aus
02 0 0 0][-30 0 -6
0 01 0 o] 20 0 2
L=YW-Ud+tLa=1|¢ o 10 of|-10]|A"|ea|=| a|*
0 0 0 04]]|-10 0 4

(vi) Der Satz von Tellegen,
QTL = (~120 + 40 + 40 + 40) VA = 0,

ist mit den berechneten Zweigspannungen und Zweigstromen erfiillt.

U o

Abb.AA.5b

Abb.AA.5c

AA.6 Maschenverfahren:

Fiir das Maschenverfahren brauchen wir die Matrizen (z =5,k =4,s =3, m =
2)

M

1 0 -1 1 1 T
:[0 1 0 1 1}° Z = diag[-j2;4;§; —j5; 3],
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Uy = [05 0; 050; 10"V, 1,=1[5:20;0;0"A.

Daraus folgt die Maschenimpedanzmatrix

Zv=MzM" =

3-6
35

und die Maschenquellenmatrix

b

b

7-j5

0
QqV:%(g,{q‘Qq)z [_2}\[-

3-]5] Q

Die Losung des linearen Gleichungssystems Zy [v = Ugv fiihrt auf

Tu—| 0401 + jos] .
AV~ 0470 - jo,000|
und damit erhalten wir die Zweiggréfien
0,401 + jO,118
0,470 — j 0,100
I=MTry=| -0401 — ;0,118
o -0,069 + j0,018
-0,069 + j0,018
9,764 —
9,882 —
U=2(L-L1)+Ys=| Ol8 -
0,090 +
9,792 -+

AA.7 Schnittverfahren:

Das Schnittverfahren geht von den Matrizen

1 0 1 0
s=1-1 -1 0 1
~ 1 -1 0 0

0
0
1

Ug= [O; 0;0;0; 1O]TV,

aus. Es sind die Schnittmatrix
-; 0,5

Ye=8Ys' = 05

_j 0a5

und die Schnittquellenmatrix

Ip=S8(YUs— Iq) =

~ e

Y = diag [j/2; 1/4; —j;§/5; 1/3]S,

j 0,802
j 0,401

j 0,401 |V.

j 0,347
j 0,054

505
0,25+ 0,7
0,25+ 0,5

"‘.]5
+j5
+j5

A

’
)

’

I, =[j5;2;0;0;0]TA

_j 075
0,25+ 0,5
0,583+30,5

S
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zu berechnen, und es ist das lineare Gleichungssystem Y glip = I zu losen.
0,118 — jO0,401
Dies liefert Up = | 0,090 + j 0,347 | wund damit
~ 9,792 + j0,054

9,764 —  j0,802
9,882 —  j0,401

U=S8TUp= 0,118 —  j0,401| V,

~om 0,000 +  jo0,347
9,792 +  j0,054

0,401 +  j0,118

-0,470 - j 0,100
I=YWU-Ug+1,= -0,401 —  jo,118| A.

-0,069 +  j0,018

-0,069 +  j0,018 ]

AS.1 Uberlagerungssatz:
Die Schaltung ist linear, der Uberlagerungsatz somit anwendbar.

1) U, = 0: Rechnung mit komplexen Effektivwerten,

mit R = Ry + R3 + Ry = 267,50,

" R BL, R
also
Ry, .
I T emm— 0 — — .
3w R R qu 37,01mA, Kreisfrequenz w
2) Upn=0

Ip=0, Ijp=-U,/R=-37,38mA, Gleichstrom.
Die Uberlagerung der beiden Zustéinde liefert

i3(t) = Re(l5,V2e*?) + I, o = [52, 3 cos(wt) — 37,4] mA.
Der Widerstand R; muss dabei die Wirkleistung

Py = Ry(|L3,° +|I3p°) = 130 mW

aufnehmen. ]




