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Kapitel 6

1. Zeigen Sie mit vollstdndiger Induktion:

GD=6%)

2. Fiir welche Werte des Parameters a ist die Matrix
1 0
a 1

Bsp. 3-4: Bestimmen Sie eine Dreieckszerlegung der Matrizen

normal?

3
200 1
4. 2 26
8 1 3 8
Lag.:
(l ] n) (2 0 0 1)
2 1 &81fp 2 5 4
4 12 1 0 0.2 2
4.
1 3 & q &
2 10 8 & 12
2 g8 & 5 14
-1 =1 2 10 3



Lag.:

- O
= e a D
=T =T
L= =

5
2
a
4

L= =T

1 o 1
z 1 0
2 12 0
-1 12 0

Bsp. 5-T: Bestimmen Sie den Rang der Matrizen

o,
011 2
4 200
8 6 2 4
Leg.: Rang 2
i
2001
4 112
22 4 2
-1 3 2
Lsg.: Rang 3
7.
D10 3
2031
L -
13 1 2
Leg.: Hang 4

8. Stellen Sie die Permutation o der Menge {1,2,3,4,56}:
a(l) =2,0(2) =5,0(3) =3, o(4) =1, ¢(5) =4
als Produkt von Vertauschungen zweier benachbarter Elemente dar.

9. Zeigen Sie, dass die symmetrische Gruppe &3 nicht kommutativ ist. Tst
die Gruppe & kommutativ?

10. Berechnen Sie die Determinante

B b L3S
b L9 b2 =
= 0O
| il ]

[ Pt WM



durch Entwicklung nach einer Zeile oder Spalte.

Leg.: 425

. Berechnen Sie die Determinante aus Bsp. 10 durch eine Dreieckszerle-
gung.

. Berechnen Sie die Hauptabschnittsdeterminanten der Matrix A und
begriinden Sie ob e eine Dreieckszerlegung fiir A gibt oder nicht.

1 3

2

1
AL
2z

= 0o be oM

2
1
3

Cd Oh b

. Berechnen Sie die Determinante

0 0 200
3 0 010
0 -1 000
0 1 601
0 0 020

Leg.; Det=12

. Zeigen Sie durch Entwicklung nach der ersten Zeile, dass die Determi-
nanten

11000 - 000
11100000
01110--000

D,=00111--000
00000 -+ 111
060600 01 1[

die Rekursion D, = Dy, — D, _5 erfiillen.

Leg.:
1 1 & 0 o a4 o 0
o 1 1 0 0 o o 0
01 1 1 0 ¢ 0 O
Do=D. ;-0 0111 0 0 0 S
o o o0 o a 1 11
0 0 p 0 0O o1

n—Lkxn—1



15.

16.

17.

18.

19.

Fiir welche n gibt es eine Dreieckszerlegung der Matrix aus Bsp. 147

Lsg.: Wegen [0z = 0 gibt ea cine Dreleckazerlegung nur firn = 1 (D = 1),

Berechnen sie die Inverse der reguliren 2 x 2-Matrix
a b
e d

Berechnen Sie die Inverse der Matrix

iiber die adjungierte Matrix.

1 3 2
-1 0 3
3 1 -1

Loga
1 =2 & 3
—, 5 _? =
Nl & 3

Bestimmen Sie die Inverse der Matrix

A=

i CO =
e i ==
= b =

iiber die adjungierte Matrix.

Lag.:
P | oy
B &
Bestimmen Sie die Inverse der Matrix aus Bsp. 18 iiber eine Dreiecks-
zerlegung.
Berechnen Sie die Inverse der Matrix:

cosee 0 —sine
0 1 0
gine ) cosa

Lag.:
cosx 0 sinc
o 1 0
—sine 0 cosoe



21.

23.

24,

25.

Bestimmen Sie die Inverse der Matrix A
/1 1000 0 0)
01100 D 0
0 0110 0 a0
A=100011 Do
00000 11
\0 0 0 00 )
. -1 1 =1 1 -1)= {_l}n-ﬂ
B 1 =1 1 =1 - (it (g
o 0o 1 -1 1 --- —1)= 1=+
AL (U i 1" =1 s "_ljn-l-l (-1y®
o 0 0 0 0 1 =)
0o 0 0o 0 0 1

Zeigen Sie, dass die Matrix

Si-al-al~
S ElkSsk
S-S

orthogonal ist.
Priifen Sie ob die Matrix
i [ Y45 0 —1+j
3 0 V2(1+47) 0
—1+3 0 143
unitdir ist.

Stellen Sie den Vektor (2,1,2)7 als Linearkombination der Spaltenvek-
toren der Matrix von Bsp. 22 dar.

Bsp. 25-27;: Lisen Sie die linearen Gleichungsysteme

3 4230 43T = =1
%y 4Ty 421y = =2
1 +2me 42py = -1

Lsg.; (1,1, -2}



26.

27.

30.

T +3rs +dxy +2z, = T
2ry H+rs s = 1

Ty +2%3 413 +xTy = =5
2ry 43wy =1y —ap = =2

Lag.: (1,—2,1,—3)

2ry =1 4z 43z, = 4
Ty —2y —Z3 43, = 2
2oy 423y —xy = 0

pr,,,l.‘ “ = :;4.3;_:1'4_ Il_';“.l'r"'-'l" ls:}

Finden Sie fiir das Gleichungssystem mit erweiterter Koeffizienten-
matrix

1221 -1

2763 D

1 5 3 3 2

2112 -3

eine partikulire Losung sowie die allgemeine Lisung des zugehiirigen
homogenen Gleichungssystems. Beschreiben Sie damit die allgemeing
Lisung des Gleichungssystems.

Lag.: yp = 1/3(—8,1,0,3)T; pp =28(~1,-1, 1,17

An einen Stromkreis sind 4 Maschinen mit konstantem Verbrauch an-
geschlossen, die am 1. Tag 2, 5, 7 und 5 Stunden, am 2. Tag 3, 2, 10
und 8, am 3. Tag 5, 1, 8 und 7 und am 4. Tag 4, 5, 11 und 9 Stunden
liefen. Der Gesamttagesverbrauch an diesen Tagen war jeweils 99, 86,
68 und 127 kWh. Berechnen Sie die Leistungsaufnahme der einzelnen
Maschinen.

Lag.: (2,11,5,1)

Stellen Sie den Vektor (5,2,8)7 als Linearkombination der Vektoren
(2, 1,87, (=1,1, D)7, (2,-1,1)T dar.

Lsg.: Keeffizienten: 2,1,1.



3l.

32,

34

35.

Fiir welche Vektoren s ist das lineare Gleichungssystem Ax = g,

01 2
321
A=l491
1 1 2

lisbar? Kann die Lisung eindeutig sein?

Lsg.: s = (51,37, 83,84)° mit 5, — 83 + 33 — 54 = 0, wenn |Gshar elndeutig

Fiir welche Werte von a, b ist ein lineares Gleichungssystem mit Koef-

fizientenmatrix
1 3 a b
2 -1 1 1
3 2 %a 1

Fiir welche a hat ein lineares Gleichungssystem mit Koeffizientenmatriz

a 1 .3
2 1 o
6011

immer eine eindeutige Losung?

immer losbhar?

Lag.: {a,b) # [1,0)

Lag.: o # (1% I7)/2

Fiir welche Werte von a hat ein Gleichungssystem mit Koeffizienten-
matrix A héchstens eine Lasung?

l ¢ O
g a 1
A= 111
a1 a
Lagaa#l
Lésen Sie das Gleichungssystem
3z -y —z = =2
2y 4z = T
2z +2y = 6



36.
a7.

38.

39.

40.

41.

42,

durch Invertieren der Koeffizientenmatrix.

Lag.:
i (—2 -2 1 (—2) 1
— - E— Tol=]2
pil 5] 6 (3)
Bestimmen Sie x, von Beispiel 26 durch die Cramersche Regel.

Bestimmen Sie die Maximums- Betragssummen sowie die euklidische
Norm des Vektors (2,2,—1,5,3)7

Bestimmen Sie Zeilensummen und Spaltensummennorm der Matrix aus
Beigpiel @.

Bestimmen Sie die Konditionszahl besiiglich der Zeilensummennorm
der Koeffizientenmatrix aus Beispiel 35. Schéitzen Sie damit den relati-
ven Fehler ab, der auftritt, wenn die rechte Seite des Gleichungssystems
durch Rundung anf ganzzahlige Werte erhalten wurde.

Lsg.: rel. Fehler 1.607

Geben Sie eine Abschiitzung fiir den relativen Fehler wie in Beispiel 39
unter der zusatzlichen Annahme, dass auch die Koeflizienten der Koef-
fizientenmatrix des Gleichungssystems mit Fehlern bis zo 10-2 behaftet
sind.

Leg.: & = 0,135 B2%ll < 2. 014

Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix
1 01
-3 1 2
-4 11
Lag.: 0, 3/2 ¥

Bestimmen Sie die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten der
Eigenwerte der Matrix von Beispiel 21.

Lag.: EW 1, alg. Vialf, n, peom. Viell. L.



44.

46,

47,

Bsp. 43-45: Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrizen

(: 27)
(5 2 3)

Lsg.: EW: 0,-4,3; EW: ¢(L,6,-18)7, e(=1,2,1)T, &(2,3,-2)7

(i)

Leg: EW: 1 25, EV: 21,1 — )7, {1, 1 4+ /T

Lsg.: EW -3 EV ¢[1, 1.}T.

Ist die Matrix
Z2 3
g 2
diagonalisierbar?
Bestimmen Sie eine Matrix X und eine Diagonalmatrix A, sodass

AX =XA

fiir die Matrix A aus Beispiel 44 gilt.

Bestimmen Sie eine Matrix X und eine Diagonalmatrix A, sodass A =

XAX ! fiir die Matrix

1 3 -3
A=1]11 1 -5
B 0 —4

gilt.

Lsg.:

e
o T - e |

e
(e
o SR
—



49,

50.

al.

Bestimmen Sie eine unitire Matrix Q und eine Diagonalmatrix A, so-
dass Q7AQ = A fiir die Matrix

6 =1 M
A=1-1 0 0
o0 0 2

1 o 0 /vE 1VE 0
A= (u = n) ., Q= (—lfﬁ 12 ﬂ)
o0 o 2 i n 1

01
= (1 n)
durch Diagonalisierung und verifizieren Sie fiir diese Matrix die Glei-
chung von Caley-Hamilton.

Berechnen Sie das Matrizenpolynom p(A) = A* — 3A® mit Hilfe des
Minimalpolynoms fiir

gilt.
Lsg.:

Eestimmen Sie A" fiir

Lag.: malz) = 2% = 7a— B, p(A) = 2844 — 288E,

. Bestimmen 5Sie das Minimalpolynom der Matrix

-1 -1 1
A=|0 -2 1
g i =i

und berechnen Sie damit

p(A) = AT+ 3A% +2A° — 3A% — 2A? —2A.

Leg: malz) = 28 432+ 2, p{A) = [A? + A + IE}A® —3A + TB) — 1TA— UE = —17A — l4E.



o4

53,
o,

BT.

Berechnen Sie cos A von Bsp. 52 durch Diagonalisierung von A.

Lag.t
IR | I =1 1 -1 @ 0
X=|0 t 1}, X'=|0 0 1], A=(0 =1 0
LR St I S, | L R

ol cos?=cos]l cosl-—cosd
cosd =XfeosA]X ' =] o cos2 cogl —cog 2
[ o rosl

Begriinden Sie die Konvergenz der Reihe

fiir die Matrix A aus Beispiel 43.
Berechnen Sie Spur(sin A) fiir die Matrix aus Beispiel 49.

Untesuchen Sie die durch die Matrix

-3 1 1 @
11 =32 1
=1 2 =

001 ¢ =3

gegehene quadratische Form Q(x) = x¥ Ax auf Definitheit.
Lag.: indefnit

Fiir welche (a,b) € B* ist die durch die Matrix

-1 a O
A=l a -2 b
0o & -1

gegebene guadratische Form semidefinit, definit bew. indefinit?

Lag.: Fiir a® + 8% < 2 neg, definlt, 6 + b7 = 2 neg. semidefinit, sonst indefinit.

Priifen Sie mit Hilfe des Hurwitz-Kriteriums ob die Nullstellen des Po-

lynoms p(z) = 2* + 32* + 3z + 1 negativen Realteil haben.



590.

60,

fil.
62.

64.

65.

Priifen Sie ob die Eigenwerte der Matrix

-3 1 1
2 -4 0
0 1 =2

negativen Realteil haben.

g 1 0
Lsg.: —p[A} = A% 4 9a7 4 24h + 20, H= (20 24 'F) > EW haben neg. Realteil.
o 0 20

Priifen Sie durch das Hurwitz-Kriterium und direkt fiir welche Werte
des reellen Parameters ¢ die Eigenwerte der Matrix

-1 0 ]
c =2 c
c 0 =

negativen Realteil haben.
Lag: |d < 3

Kapitel 7

Existiert der Grenzwert (z,y) —+ (0,0) fiir die Funkton f(z,y) = f,ff%‘e’

Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen bis zur 2. Ordnung der Funk-
tion flz,y,z) = E +sinz, y# 0.

Berechnen Sie den Gradienten der Funktion
f{‘r-y- E} = 'rﬂy - ¥ y.3 {1 + 32}31
Berechnen Sie Differential und Ableitung der Funktion

Sin ¥ T
f{ﬂ.‘-h 1’3,33} = CO8T3 .
V142t + 22+ o2

Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion fog mit der Kettenregel und
direkt durch Einsetzen: g(z1, 2, #3) = (%1 + 22, z12273) und (3, y2) =
(sinpy, cos gz, y1y2)" -



6ic.

67.

69,

70.

71.

Stellen Sie den Operator % durch Ableitungen nach Kugelkoordinaten
dar: * = rsinffcosy, y = rsinfsing, 2 = rcosd:

Lsg.:
cos fl cos g & sing 8

r 86 reind 0y

a . a
ke anﬂ:mrpﬁ-r +

Stellen Sie den Differentialoperator = + f; durch elliptischen Koordi-
naten u, v dar

r=coshucosy, y=sinhusiny, O0<u<co, 0<v<2m

Lisg.:
a i 1 N . & a
AT —_— ——— oh —— - 3 am—
T e =y ({al umtw+mshuamv}E + (ginh u cos v — eosh ueinw) )

Stellen Sie F; und F,, durch parabolische Koordinaten 5, dar:

T = £ y= {qﬂ—fzj 0<7n<oo, —oa < £ < o0,

B b

Lag.: X i
Fr= m{f.ﬁr"-ﬂfe)i Fy= ﬂ_-}_l_ﬁ':ﬂ-r!u =&

Bestimmen Sie das Taylorpolynom 3. Ordonung der Funktion f(z,y) =
sinr cos y mit Anschlussstelle (0,0, 0).

Berechnen Sie das Taylorpolynom 2. Ordnung der Funktion

flz,p2)=1+22 42 + 22
mit Anschlussstelle (0,0, D).
Fiir welche Punkte (x5, y5) wird durch die Gleichung
Flz,y) = (z* + 1°)e" ¥ = ¢

eine Funktion y = f(z) in einer Umgebung des Punkees (zg,10) =
(g, f(xa)) definiert?

hﬁ.;r#—iivi—h;nﬂ]rzﬁ'[—l,l}.



72. Zeigen Sie, dass durch die Gleichungen
s+t = 2
P-y-g =0

in einer Umgebung der Anfangslésung (1,1,0) eine Funktion y(z) de-
finiert, wird und berechnen Sie y'(1).

Lag.: ¥'(1) = (1,=2)7.
73. Zeigen Sie, dass durch die Gleichungen
Fy(zy, 22, %3, 11, 4a) = {ﬁ +$§}§'1 = 2*%3"% =
Fﬂfmla x?tmhyltyﬂ] = E%y? + T2l = 0

in einer Umgebung der Anfangslésung (1,1,1,1, —1) eine Funktion y =
(1, y2) von (T, Tz, 73) definiert ist. Berechnen Sie die Ableitung dieser
Funktion y(z, #2, %3) an der Stelle (1,1, 1).

Lag.: W
= 1)

vann=5(3 5 7)

ist regulir, also def. Lag. mit

74. Fiir welche ¢ € R sind fiir die Funktion ¥ = (i, %2):

ylxy, 1) = 1 + csinh zg
ya(Z1, 23) = sinhxy + 22

auf dem Wertebereich von y lokal Umkehrfunktionen x(y) definiert?
Berechnen Sie fiir ¢ = 2 die Ableitung x’(y) an der Stelle yo = (0,0).
Lag.

cg (0,1 ={0,0) = (‘IL _21)

Bsp. T5-77: Bestimmen Sie die stationéren Stellen der Funktion f und
priifen Sie welche lokale Maxima resp. Minima sind:

75. f(z,y) =sinh(z? +¢7)
6. f(x,y) = exp(2z® — 22y — 22 + ¥ + 2y + 1)



77.
78,

19,

81.

82,

#3.

flz, v, 2) = 5z® + 2% + 222 4 2zy + 2yz — 4xz + 63 — 2z + 6.

Bestimmen Sie Punkte mit miglichen lokalen Maxima oder Minima der
Funktion

flz,y) = exp(z® + ")
unter der Nebenbedingung r+y = 1 mit Hilfe der Lagrange-Parameter
(d.h. ohne Elemination einer Verfinderlichen durch die Nebenbedin-
gung).
Leg:r=y3=1/2

Priifen Sie welche der in Beispiel T8 gefundenen Punkte lokale Maxima
und welche lokale Minima sind.

. Bestimmen Sie die lokalen Maxima und Minima der Funktion

flu,z,y,z) =w+z+y+z
unter den Nebenbedingungen w?® + w+ 2+ z =4 und p? + 22 = 1
durch Lagrange-Parameter.
Lsge: {1, 1,1/ 10T, (1,1, -1/vE, —1/4T)

Priifen Sie welche der in Beispiel 80 gefundenen Punkte lokale Maxima
und welche lokale Minima sind.

Lag.: Lok. Maximum bei (1,1, 1/, 1//Z), kein lok. Extriemum bef (1,1, —1/+3, —1/+/3).

Fiir eine Berechnung seien 3 Programmschritte erforderlich, deren Feh-
ler f; sich addieren. Wie sollen die Rechenzeiten r; zwischen den Pro-
grammschritten aufgeteilt werden, wenn der Gesamtrechenfehler mini-

miert und die Rechenzeit 1 betragen soll? Fiir die Rechenfehler f; gelte
in Abhéngigkeit von der Rechenzeit x;:

Siley) = /@y, fa(@a) =4[22, fi(zs) = —Inz,.
Berechnen Sie die Ableitung der Funktion

1457 2
F(z) = f s“’f" dt.
P




84. Berechnen Sie die Ableitung der Funktion

F(z) f V1 +zt?

xt?
at
t

Lagt V1T - E2VIF D
%5, Berechnen Sie die Funktion

Foe) .
F(z) =f Eﬂwdy, e>0
0 i
durch Differentiation nach .

Lag.: Flz) = arctan £

86. Berechnen Sie

oD 1 _ g=Tb
F(z) =f = e~tdt, =x>-1
0 H

durch Differentiation nach z.
Lag.: Flz)=In{1+ =)
27. Berechnen Sie das Integral

ff 2¥ — ydady
B

iiber den von der Geraden y = 0 und der Parabel y = z* —z begrenzten
Bereich B der Ebene.

88. Berechnen Sie das Integral

fff& lz| + |u| + |z| dzdydz

iiber die Pyramide A mit den Eckpunkten (1,1,0), (1, -1,0), (—1,1,0),
{"'1: -1, ﬂ]r [{lf 0, 1}*

L=g.: 473



89.

90.

a1.

92.

95.

Berechnen Sie durch Transformation auf Kugelkoordinaten

fff z + 2 drdydz
K

wobei K die Kugel mit Radius 1 und Mittelpunkt (0,0,0) bezeichnet.

Logic &
[ evmen

fiir den durch die Parabeln y + /2?2 +y* =1 und y+ /22 + 12 = 2
beschrankten Bereich B durch Transformation auf parabolische Koor-
dinaten (siehe Bsp. 68).

Lsg.: f:ij’lﬁ‘fl ‘i+£ =2xin?

Berechnen Sie

Kapitel 8

Bsp. 91-96: Losen Sie die Differentialgleichungen
y' = ycosz.

¥ = (@ + 1) +1)

_2z+y+1
R

v

i _l+wycoszy
N T CO8 TY

Leg.: z 4 sinzp ==

g2ty
C(z+p)?

Lage e~ iz 42 4 oy + 2o+ y 4 2+ =¢

i

y —1 (Variablensubstitution)



96.

97.

3.

a9.

100,

101.

y,_¢tx+y2}3—-1
a 2y

Lag.: =% ﬁq -z
Bestimmen Sie einen integrierenden Faktor k(z) zum lésen der DG:

o _ 23y + 207y + 2zy 4+ 7
22 + 22y

Lag.: o {2y + 23] = ¢ oder explizit.
Bestimmen Sie einen integrierenden Faktor k{z +y) aum lésen der DG:

...l
dry + z°

Lag.: (z+yzy=¢
Bsp. 99-100: Bestimmen Sie das allgemeine Integral der linearen Dif-

ferentialgleichung:
v+ay==z

Lag.: g=ge—% 13 41

y'sinz — ycosr =sin’ z

Lag.: y = kginz — coa rsina

Finden Sie iiber den Reduktionsansatz zur Lésung yi(zx) = z? eine
zweite Lisung der Differentialgleichung

y'z* — 2y =0.

Lsg.i g2 = 1/



102.

103.

104.

105.

106.

107.

Bestimmen Sie durch Variation der Konstanten eine partikulire Losung
der Differentialgleichung (vgl. Bsp. 101)

y'z? — 2y = 3z’
Lag:t yp = €* (32 -6+ &)
Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung
22ty — 13z + 25y =0
mit Hilfe der Lisung y;, = z°.
Lag.: ya = £

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
1
2r°y" — 13zy' + 25y = =

(vel. Bsp. 103).

Lag.: 3= ;7% o egx™ 3 4 ;L

Finden Sie iiber den Reduktionsansatz zur Lésung y;(z) = z° eine
zweite Losung der Differentialgleichung

(z¥ — 2)y" — (22 + z* — 1)y’ + 473y = 0.
(Hinweis: 2 [ e 251 dz = &5 +¢)
Laga: %=2:+%}f;; yg=-*-T=
Bsp. 106-109: Finden Sie die allg. Losung der Differentialgleichung
Yy -2 = 4

Lage y = + a1 + e 28

ym+y =ginzx

Lag.: y = asinz + boosz — Tooan



108.
U 4y - 2y = g 4 5

Lag.: g = 1 < co% + c3e— ™ 4 cae”™ + Fro®s - i:’-—:—,:ﬁ

L0,
2" — 4y — 3y = (z + 2)e™

Log: 3= 16 3% 4 oge®™ + (2 + 18) M

110. Bestimmen Sie die Lésung der Differentialgleichung von Bsp. 106 auf
dem Intervall [0, 1] unter den Randbedingungen

v =1, w)+4'(1)=1

Lsg: y= ¥ 4 -,E_%‘,E’ — %_I?—fr""“
111. Lasen Sie das Differentialgleichungesystem

T = z + 3y — 3z
§ = 1z + y — Bz
2= 8z + Oy — 4z
(vgl. Bsp. 48).
Lag.:

P T a—E _ g —em gy e e
wt) = | —Fe~3 pgemdipelt  3p=20 gt _pedl  _gemBt g ool L gpit | (g
—dg—H | ga—it _ it de=3t _3a— 9t _ gt —de— M gl Gl e

112. Losen Sie das System

Il
=
+
b

=

@
v

I
5
+
L=
+
mt.‘!

Lag.: Integralbasis des homogenen Syst.: x = (&3 4™t o8 — o= g = (o3 _ o=t (514 o=tyT
allgemn Léaqung xs = xXp + Xp,

%o = L e gt A gty gt
=l o) p



113.

114.

115.

116.

117.

118,

119.

Bestimmen Sie eine Integralbasis des Systems

r = 4+ y
y = y+ 2
2 = z.

Lag.: ef(1,0,007, ef(t, 1,007, et /2,0, 1)T.

Bestimmen Sie einen Niherungswert fir e durch eine ndherungweise
Lasung der Differentialgleichung ¢’ = 3, »(0) = 1 mit dem Eulerver-
fahren (Schrittweite 1/4).

Lag.: (5/4)4

Kapitel 9

Was ist wahrscheinlicher: 3 von 6 unterschiedlichen Objekten zu erraten
oder 2 von 77

Bsp. 116-119: Berechnen Sie iiber die bedingte Erwartung:

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit bei 5 Wiirfen mit einem Wiirfel
nie die 2 zu bekommen unter der Annahme, dass keine 2 aufeinander-
folgenden Wiirfe die gleiche Augenzahl haben?

Lsg.: 0,341

5 Steine werden zufillig auf ein Schachbrett(8x8 Felder) gesetzt. Wie
gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau 3 Steine am Rand des Bret-
tes liegen?

Auf einem Schachbrett werden 5 Steine zufillig aufgestellt. Wie grof§
ist die Wahrscheinlichkeit, dass genan 3 auf schwarzen Feldern stehen
unter der Annahme, dass kein Stein auf ein schwarzes Feld der unteren
Bretthilfte gesetzt wurde?

og (1)

An einem einarmigen Banditen (5 Walzen mit je 5 Symbolen werden
zum Stillstand gebracht, sodass eine zufillige Folge mit mogl. Wieder-
holung der Symbole entsteht) wird wie folgt gespielt: Sind keine zwei



120.

121.

122.

123.

124.

125.

Symbaole gleich ist das Spiel unentschieden und es wird erneut gespielt.
Anderenfalls hat der Spieler gewonnen wenn mindestens 4 Symbaole
gleich sind und verloren wenn keine 4 gleichen Symbole auftreten. Be-
rechnen Sie die Gewinnwahrscheimlichkeit.

(Hinweis: Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von
mindestens 2 gleichen Symbolen iiber die Komplementirwahrschein-
lichkeit, d.h. die Wahmscheinlichkeit, dass keine zwei gleich sind.)

Leg.: 31601

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit bei 20 Wiirfen eines Wiirfels min-
destens 3 mal die 6 zu bekommen?

In einem leicht radioaktiven Kérper zerfallen im Mittel 2 Atome pro
Sekunde. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Sekunde
genan 3 zerfallen.

(Hinweis: Poisson-Verteilung warum®)

Leg.: 0,180

Auf einem Planeten schlagen in 100 Jahren durchschnittlich 5 Meteo-
riten ein, die alles Leben zerstiren. Berechnen Sie Thre Wahrscheinlich-
keit auf diesem Planeten 50 Jahre alt zu werden.

Lag.t =21

In einem Biiro lautet durchschnittlich alle 20 Minuten das Telefon. In
welchem Zeitintervall ist die Wahrscheinlichkeit, dass es genau 3 mal
lautet genau 5 mal so gross wie die Wahrscheinlichkeit, dass es 5 mal
liutet? Gehen Sie davon aus, dass die einzelnen Anrufe voneinander
unabhingig sind.

(Hinweis: Berechnen Sie den Parameter der Poissonverteilung und ver-
gleichen Sie mit dem Erwartungswert der Zufallsgrife.)

Berechnen Sie die p-Quantil der Exponentialverteilung mit Parameter
it

L.I,E.: Tp= _in{l=p)

Bestimmen sie einen Niherungswert mit Hilfe des Gaufi’schen Fehler-
integrals dafiir, dass bei 10000-maligem wiirfeln mindestens 1500 mal
die 1 gewiirfelt wird.
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131,

132.

133.

Lsg.: P{X > 1500) s W(—4,472) = 1 — (4, 472) =1 1

Messwerte seien durch duflere zufillige Einfliisse N(u, 107! )-verteilt,
wobei ju der tatsichliche Wert der zu messenden Gréfe ist. Wie oft mufl
man messen, um fiir das Mittel der Messwerte eine Strenung kleiner
107* zu erhalten?

Finden Sie mit der Tschebyscheffschen Ungleichung eine Abschitzung
dafiir, dass eine N (3, 4)-verteilte Zufallsgrofie um mehr als 10 von ithrem
Mittelwert abweicht.

Berechnen Sie die Kovarianz und den Korellationskoeffizienten der Zu-
fallsgrofen X; und X; + X; wenn X; und X, auf [0,1] gleichverteilt
sind (Rechtecksverteilung).

Zeigen Sie, ist X N(0,1)-verteilt, so ist X? y®-verteilt mit einem Frei-
heitsgrad.

Kapitel 10

Bestimmen Sie den Schitzwert fiir Mittel und Varianz einer Stichprobe
mit Werten 13, 10, 3 ,14, 10.

Eine Zufallsgrofie sei exponentialverteilt mit Parameter o, Schiatzen Sie
rr mit der Maximum-Likelihood Mehode und der Stichprobe 1.2, 0.8,
0.1, 1.4, 0.5.

Lag.: &« = 1.25
Bestimmen Sie durch die Stichprobe -3.5, -4.8, 0.3, -2.2, -1.3 ein Konfi-

denzintervall fiir den Mittelwert p einer N(u, 4)-verteilten Zufallsgrifie
mit Irrtumswahrscheinlichkeit 0,05, ($(1.96) = 0.975).

Lsg.t [—4.053, —0.547]

Bestimmen Sie ein Konfidenzintervall mit Irrtumswahracheinlichlkeit
0,05 fiir den Mittelwert p einer N(u,o?)-verteilten ZufallsgréBe zur
Stichprobe von Bsp. 132.



Tabelle zur t-Verteilung 7,1 /-

s

a= 0,5 0,25 0,1 0,05 0,02 0,01
1,00 2,41 6,31 12,7 31,8 63,7
0,816 1,60 2,92 4,30 6,97 9,92
0,765 1,42 2,35 3,18 4,54 5,84
0,741 1,34 2,13 2,78 3,75 4,60
0,727 1,30 2,01 2,57 3,37 4,03
0,718 1,27 1,94 2,45 3,14 3,71
0,711 1,25 1,80 2,36 3,00 3,50
0,706 1,24 1,86 2,31 2,90 3,36
0,703 1,23 1,83 2,26 2,82 3,25

0 0,700 1,22 1,81 2,23 2,76 3,17

— D Go =] O On ke L3 bD

Lag.: [—4.74,0.14]

134. Bestimmen Sie Konfidenzintervalle fiir o einer N{u, o?)-verteilten Zu-
fallsgrifie zur Stichprobe von Bsp. 132 mit Irrtumswahrscheinlichkeit
(1.

Tabelle zur x*-Verteilung x7 ,:

f a= 0,05 0,1 0,3 05 0,8 0,9 0,9 0,99 0,999
004 016 148 455 164 271 384 662 10.8
103 .211 713 1.39 321 461 599 921 138
352 584 142 2.37 464 625 T.81 113 163
11 106 219 236 598 T.7R 949 133 185
1.15 1.61 3.00 4.35 7.28 9.24 111 151 205

(= REC L

Lsg-: [1.83,21.74]

135. In einem Betrieb laufen 5 Maschinen je 200, 140, 250, 100, 110 Stunden.
Dabei kommt es zu je 8, 4, 1, 2, 1 Stérfillen. Testen Sie die Hypothese,
dass diese Maschinen gleich zuverlissig sind mit einer Irrtumswahr-
scheinlichkeit von 20%.

Lag.: x* = 8.37 > 5.98 also Hypothese verwefen

136. 6 Spieler spielen mit Finsdtzen von je 1, 2, 2, 3, 3, 5 Euro pro Spiel.
Sie gewannen je 1, 8, 7, 7, 10, 15 mal. Priifen Sie die Hypothese, dass



die Gewinowahrscheinlichkeit proportional zum Einsatz ist durch einen
y2-Test mit Irrtumswahrscheinlichkeit 0.1.

Lsg.: ¥ = 2.72 < 9.24 also kein Einwand

137. Bestimmen Sie die Regressionsgerade zu den Messpunkten

i T W

I 0 11
£ 1 33
3 2 48
4 3

6.7



